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u
Aufgabenstellung “

Algorithmische Umsetzung eines elasto-plastischen
Kontakt-Materialgesetzes zur Abbildung
der Rissflichen-Degradation bei kohasiven Rissen

Bei der Modellierung des Schidigungsverhaltens von Beton spielt die explizite
Abbildung der Rissentwicklung eine entscheidende Rolle. Der Rissvorgang von
Beton unterscheidet sich von dem metallischer Werkstoffe vor allem durch die
groflere Bruchzone, die durch die Inhomogenitit des Materials und die GroBe der
Zuschlagskorner begriindet ist. Die Anwendung klassischer linearer Bruchmecha-
nik ist somit fiir gewdhnliche Bauteilgrofien nicht moglich. In [1] wurde daher das
sogenannte fiktive oder auch kohésive Rissmodell vorgestellt, das sich heute zur
Modellierung von Beton weitgehend durchgesetzt hat. Dabei wird die Vielzahl der
entstehenden Mikrorisse in einer Bruchzone durch einen einzigen fiktiven Riss ab-
gebildet, wobei eine Spannungsiibertragung zwischen den Rissufern definiert wird.
In der Regel wird dabei eine Normalspannung in Abhéngigkeit der Rissoffnungs-
weite modelliert. In tangentialer Richtung gehen der Grofteil der Implementatio-
nen des fiktiven Rissmodells (z.B. in [2]) von dem Coulomb’schen Reibungsansatz
aus, der eine tangentiale Schubkraft nur bei unter Druckspannung stehenden Ris-
sen vorsieht. Der Schubwiderstand infolge der Verzahnung der Zuschlagskorner
auch bei schwach geoffneten Rissen sowie der Schadigungseffekt infolge Tangen-
tialverschiebung kann somit nicht abgebildet werden und die berechneten Riss-
geometrien weichen bei kombinierter Normal- und Schubbeanspruchung von den
erwarteten Verldufen ab. In [3] wurde daher ein erweitertes Modell vorgestellt, das
genau diese Effekte mit einem elasto-plastischen Ansatz wiedergeben kann. Dabei
wird von einer arbeitsbasierten Formulierung unter Wiedergabe der umgesetzten
Schadigungsenergie ausgegangen. Des Weiteren kann durch die Einfithrung einer
nicht-assoziierten FlieBfliche der durch Gefligeauflockerung begriindete Dilatanz-
effekt von Beton abgebildet werden.



In dieser Arbeit soll das erlduterte Modell in einem stabilen und effizienten
Algorithmus in der Art umgesetzt werden, dass es fiir vollautomatische Rissfort-
schrittsberechnungen unter Verwendung der am Institut fiir Strukturmechanik ent-
wickelten netzfreien Verfahren [4] angewendet werden kann. Dabei sind vom Be-
arbeiter folgende Punkte zu untersuchen und umzusetzen:

Entwicklung eines impliziten dreidimensionalen Algorithmus zur Berech-
nung der tangentialen und normalen Spannungsgrofen in Abhangigkeit der
vorgegebenen Relativverschiebungen und dessen Verifikation auf Material-
punktebene

Herleitung des konsistenten elasto-plastischen Tangentenmoduls fiir den ent-
wickelten Algorithmus

Implementation des Algorithmus in das Softwarepacket SLang fiir 2D unter
Verwendung der dort verfiigbaren isoparametrischen Kontaktelemente

Verifikation der Implementation anhand einfacher finiter Elemente Berech-
nungen fiir verschiedene Belastungsarten

Nachweis der Anwendbarkeit fiir die automatische netzfreie Risssimulation
fiir verschiedene Beispiele

Erlduterungen zur Ermittlung der bendtigten Parameter des Modells
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abstract

Normal/Shear Cracking Model: Application For
Discrete Crack Analysis

developed by Ignacio Carol and Carlos M. Lopez,
Tech. Univ. of Catalonia, Spain

In this documentation a general model for combined normal/shear cracking
will be presented. Basically it is defined of the normal and shear stresses of a cohe-
sive crack with the corresponding displacements in normal and tangential directi-
on. For the load state there can be considered three cases of loading: pure tension,
shear-tension and shear-compression. In the softening state of quasi-brittle mate-
rials like concrete there are be mould physical effects like dilatancy by shearing
deformations, nevertheless no dilatancy under very high compression can be per-
formed. By this way it is additionally possible to simulate extended roughness at
the contact surface besides the coulomb criteria as it exists in real cracking defor-
mations of structures characterized by sensitive material behavior. To enable this
goal in context of smeared crack analysis a special feature in combined activating
Mode I and Mode II fracture energies (mixed mode cracking) is used.

After presenting this model a direct way for implementation as a constitutive
law based for interface elements will be realized. Integrating this to the stochastic
FE software SLang - The Structural Language some tests for verificating the inter-
face model (by comparing the numerical results with existing experimental data)
will be performed as well as discussing the cracking model with regard to practical
aspects.
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Kapitel 1

Einleitung

In der vorliegenden Arbeit wird ein implementationsfahiger Algorithmus auf Ba-
sis eines im ’Journal Of Engineering Mechanics’ vorgestellten Materialmodells
entwickelt und in die FE-Software SLang integriert.

Ziel ist es, den Algorithmus fiir dieses Materialgesetz zur Rissflichen-Degrada-
tion anhand elasto-plastischer Verformungsvorgénge umzusetzen. Es erlaubt, nicht-
lineares Entfestigungsverhalten sensitiver Materialien im Kontext der Rissentwick-
lung und -simulation abzubilden. Dabei wird es u.a. moglich, das Materialverhalten
an den Kontaktflichen der Rissfuge resultierend aus einer gekoppelten Beanspru-
chung aus Zug bzw. Druck mit Schub zu beriicksichtigen, wobei beim Absche-
ren nicht nur der Coulomb’sche El Reibungsansatz aktiviert wird. Dariiber hinaus
konnen mit diesem Modell die dabei auftretenden Dilatanz-Effekte abgebildet wer-
den.

—— ——
— _—
—— —
—— —_—

Abbildung 1.1: Schematische Darstellung: Schub unter Einfluss einer Zugbean-
spruchung (aus [1]]).

Es erweitert das Rissmodell von Hillerborg [3], welches nur Normalkraftanteile
berticksichtigt, um die tangentialen Kraftanteile. Die Mikrorisse werden als fiktiver

I'Charles Augustin Coulomb, franzos. Physiker und Ingenieuroffizier (1736-1806)
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KAPITEL 1. EINLEITUNG 12

Riss in der Bruchzone abgebildet, was in der folgenden Abbildung entsprechend
einem Materialmodell von Galvez et. al [2]] ersichtlich ist. Die Spannungsiibertra-
gung findet dort genauso wie bei diesem Modell iiber die Rissufer statt.

| Rissfuge

ﬁ Rissgleitung (kohésiver Riss)
Rissoffiung

Abbildung 1.2: Fiktives Rissmodell einer Betonstruktur zur Approximation von
Mikrorissen (Materialmodell nach [2]).

Das Modell ermdglicht eine realistischere Abbildung der Rissentwicklung durch
Berticksichtigung der Materialverzahnung und der tangentialen Schiadigung bei
kombinierter Beanspruchung (z.B. Schub und Druck) sowie der Volumenzunahme
durch die Gefiigeauflockerung (Dilatanz) entsprechend der folgenden Darstellung.

Front View Front View

Abbildung 1.3: Schub unter Einfluss einer Druckbeanspruchung und die damit ver-
bundene Verzahnung an den Kontaktflichen der Rissfuge sowie Dilatanz (aus [1]]).



KAPITEL 1. EINLEITUNG 13

Bevor das Materialmodell mit seinen Mechanismen ausfiihrlich vorgestellt wird,

ist es zweckmaBig, auf einige Grundlagen der nichtlinearen Finiten Elemente Me-
thode (Kapitel 2) und der Plastizititstheorie (Kapitel 3) einzugehen. Auf Basis
dessen wird der spezifische Algorithmus entwickelt und in implementationsfahi-
ger Form présentiert.
Nach der Implementation in SLang werden numerische Tests durchgefiihrt. An-
hand vorhandener experimenteller Ergebnisse und Beispieltests kann die Richtig-
keit des Materialgesetzes verifiziert werden, was als Basis fiir den anschlieBenden
Einsatz fiir zwei numerische Anwendungsbeispiele dienen soll. AbschlieBend wer-
den noch wichtige Aspekte des Modellcharakters diskutiert.



Kapitel 2

Nichtlineare Finite Elemente
Methode

2.1 Allgemeines

Im Hinblick auf die heutigen Konzepte fiir Festigkeitsanalysen gewinnen nichtli-
neare Analyseverfahren von diskretisierten Strukturmodellen immer mehr an Be-
deutung, welche iiber eine als ergdnzende Technik der linearen Analyse hinausgeht.
Prinzipiell unterscheidet man das nichtlineare Gesamtproblem in zwei Teilproble-
me:

e geometrisch- oder kinematisch-nichtlineares Tragwerksverhalten
(Verformungsverhalten)

e physikalisch-nichtlineares Tragwerksverhalten (Werkstoftverhalten)

Nachfolgend werden beide Analysetechniken und ihre Losungsmethoden bzw. Ite-
rationsverfahren zur Losung der nichtlinearen Steifigkeitsbeziehung kurz vorge-
stellt. Ausfiihrlichere Darlegungen kann man der Referenz nach [4] entnehmen.

14



KAPITEL 2. NICHTLINEARE FINITE ELEMENTE METHODE 15

2.2  Geometrisch-nichtlineare Tragwerksanalyse

Bei der geometrisch-nichtlinearen Analyse beriicksichtigt man entstehende Defor-
mationen als endliche Gréfen. Das Gleichgewicht wird demnach am verformten
Tragwerk geméal der Theorie 2. Ordnung als Néherungsverfahren (speziell im kon-
struktiven Ingenieurbau fiir sehr kleine Deformationen) formuliert. Durch ein Li-
nearisierungskonzept erfolgt die Losung des globalen Systems in inkrementeller
Form. Dabei wird von einem bekannten Grundzustand (auch Nullzustand) ausge-
gangen und der entsprechende Nachbarzustand ermittelt. Dies erfolgt mit Hilfe ei-
ner durch Lastinkremente bedingten Ausweitung des Deformationszustandes. Die
Grundlage fiir diese Zustandstransformation bildet die tangentiale Steifigkeitsbe-
ziehung der Form:
Kr-Vvt=pP" 2.1
mit
e V' als Vektor der Verformungszuwiéchse und

e Pt als Vektor der Lastinkremente

Die tangentiale Systemsteifigkeitsmatrix K7 setzt sich dabei aus drei Komponenten
zusammen:

Kr=K.,+K,+Ks 2.2)
mit
e K, als elastischer Steifigkeitsanteil

e K, als Matrix der Verformungen im Nullzustand (Anfangsverformungsma-
trix) und

e K als Anfangsspannungsmatrix

Die Komponenten K, und K lassen sich zudem jeweils in Abhidngigkeit der Ver-
formungen V in linearen und nichtlinearen Anteil klassifizieren. Es ergibt sich:

KG :KGL(V) +KGN(V) (2-4)
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Um den Mechanismus des benétigten inkrementell-iterativen Losungskonzepts zu
veranschaulichen, nimmt man anhand der tangentialen Steifigkeitsbeziehung nach
Gl. (2.1) folgende Transformation fiir den Vektor der Lastinkremente P vor:

Kr-Vt=P " =P"+P—F,V) (2.5)
mit
e P als Belastungsvektor des Grundzustandes und

e F,(V) als Vektor der inneren Knotenkraftgrofien, berechnet aus dem Verfor-
mungsgrundzustand

Diese Formulierung fiihrt nach jedem (linearisierten) Berechnungsschritt zu dem
komplementiren Verformungsinkrement:

Vi=K;'-[P*+P-F;V)] (2.6)

Eingesetzt in die rechte Seite der Gl. (2.5)) ergibt die Gewichtskraftdifferenz U fiir
den jeweiligen Berechnungsschritt. Es gilt:

U=P"+P—F;(V+V") 2.7)

Durch eine globale, in n Schritten realisierte Iterationsprozedur wird die Annéhe-
rung dieser Lastdifferenz an eine bestimmte Toleranz von numerisch Null umge-
setzt. Iterationsspezifisch gilt analog Gl. (2.7):

Uy =P" +P—F,~(V+ZV(+H)) < TOL (2.8)

Eine fiir diese Problemstellung geeignete Iterationstechnik ist das Newton-Raphson-
Iterationsverfahren, welches im weiteren Verlauf dieses Kapitels vorgestellt wird.
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2.3 Physikalisch-nichtlineare Tragwerksanalyse

Hierbei handelt es sich um nichtlineare Verformungsvorginge aufgrund des nicht
mehr linear-elastischen Werkstoffverhaltens einer Tragstruktur. Die Tragwerksant-
wort beruht dann beispielsweise auf elasto-plastischem Materialverhalten. Es gilt
analog dem geometrisch-nichtlinearen Verhalten als Ausgangsformulierung:

Kr-Vt=P"' = (K.+Kp) V' =P"'+P-F,(V+V") (2.9)

mit K, als plastische Steifigkeitsmatrix.

Die fiir die geometrisch-nichtlineare Analyse dargelegten Formulierungen (Gl. [2.6]
- lassen sich ebenso auf die stofflich-nichtlineare Problemstellung iibertragen.
Im Hinblick auf das zu implementierende Materialmodell wird in den folgenden
Kapiteln genau auf diesen Aspekt der nichtlinearen Betrachtungsweise Bezug ge-
nommen. Fiir die klassische FE-Formulierung l4sst sich die stoffliche Komponente
als Differenzial wie folgt isolieren:

x,_ OF _OF 90 d¢
"7 9u Jdo Je Ju
mit K7 als tangentiale Steifigkeitsmatrix.

(2.10)

Die Materialsteifigkeit als partielles Differenzial der Steifigkeitsbeziehung kann
durch folgende Formulierung identifiziert werden:

_80‘

C=7¢

@2.11)

Diese Gleichung bildet die Grundlage zur Umsetzung eines Materialgesetzes und
dessen Bindung an bestimmte Elementtypen, je nach Diskretisierung der zu mo-
dellierenden Struktur. Die elasto-plastische Rissanalyse beispielsweise ist ein Ver-
treter der physikalisch-nichtlinearen Tragwerksanalyse. Da hier elasto-plastisches
Materialverhalten eine wesentliche Rolle spielt, sind zur Umsetzung entsprechen-
der Materialmodelle grundlegende Kenntnisse der Plastizitétstheorie unabdingbar.
Kapitel 3 gibt daher eine Einfiihrung und einen Uberblick iiber diese Thematik.
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2.4 Newton-Raphson-Iterationsverfahren

Wie schon erwihnt, ist dieses Verfahren ein inkrementell-iteratives Losungsverfah-
ren fiir nichtlineare Gleichungssysteme. Diese Technik findet beispielsweise An-
wendung bei kraftgroBBen- oder weggroBengesteuerten Prozeduren, um im linea-
risierten Berechnungsschritt n» des Nachbarzustandes die zugehorigen Last- bzw.
Verschiebungsinkremente zu ermitteln. Grundlage bildet die Formulierung fiir die
verformungsabhingige tangentiale Steifigkeit, welche sich als Quotient aus Last-
und WeggréBeninkrement ergibt:

oFi=) R pl-1)
Jul) ) —yl=1)

’SN/:
I
Il
Z
—
<
~—
T
I
Il

(2.12)

Fiir die iterative Losung des Gleichungssystems aus o.g. Gleichung lassen sich
zwei Formulierungen festhalten:

K8V (w)ou' = R— FUY (2.13)

ul? = 4= 4 94 (2.14)

mit den Anfangsbedingungen u(®) und F(©). Abbildung[2.1|veranschaulicht diesen
Zusammenhang.

Last t-+At t+At
A RIHA _ }7(t$Ar R — F(l)

Ri+M A‘(_

Verschiebungen

Abbildung 2.1: Newton-Raphson-Iterationsverfahren fiir ein System mit einem
Freiheitsgrad.



Kapitel 3

Kontinuumsplastizitat

3.1 Allgemeines

In diesem Kapitel wird auf theoretische Grundlagen der Plastizititstheorie einge-
gangen. Die folgenden Darlegungen sollen als Voraussetzung fiir das in Kapitel 4
ausfiihrlich vorzustellende Materialmodell dienen. Fiir eine Vertiefung der Thema-
tik kann die Referenz [5]] herangezogen werden.

Die Basis im Hinblick auf eine nichtlineare Betrachtung plastischer Verformungs-
vorginge ist die elastische Spannungs-/ Verzerrungsbeziehung im einaxialen Span-
nungszustand (Ratenformulierung):

G =E(¢—¢P) 3.1)

Die Gesamtverzerrungen (Gesamtdehnungen) € ergeben sich aus einem elastischen
und einem plastischen Dehnungsanteil. Die elastischen Dehnungen resultieren aus
elastischem Werkstoffverhalten, entsprechend ergeben sich die plastischen Deh-
nungen aus plastischen Verformungsvorgiangen. Es gilt fiir die Dehnungszuwéchse:

g=¢4¢r (3.2)

Fiir das Werkstoftverhalten unter Beanspruchung unterscheidet man deshalb einen
elastischen und einen plastischen Bereich. Beim Ubergang zum plastischen Be-
reich beginnt das Material zu flieen, d.h. es werden bei Verfestigung plastische
Systemreserven mobilisiert, was wiederum die Beanspruchbarkeit in Hinblick auf
den elastischen Bereich vor dem erstmaligen FlieBen erhdht.

Bevor auf die mathematischen Formulierungen und Mechanismen plastifizierender
Vorginge eingegangen wird, sei im folgenden ein triviales mechanisches Modell
der Plastizitatsinterpretation anhand der Coulomb’schen Reibung vorgestellt.

19
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3.2 Beispiel: Reibungsintensive Plastizit:it

Fiir eine Veranschaulichung des zugrundeliegenden mechanischen Systemverhal-
tens einer eindimensionalen plastischen Materialreaktion soll folgendes Beispiel
dienen:

_>£P

e
64—»—\/\/\/\— >
Oy

Abbildung 3.1: Eindimensionales Modell zur Veranschaulichung des durch
ein Coulomb’sches Kriterium gesteuerten Plastifizierungsvorgangs (raten-
unabhingig).

Ersichtlich ist, dass sich das Modell aus einer Feder und einem Reibungselement
zusammensetzt. Die Kopplung beider Elemente ermdglicht eine globale Betrach-
tung als Plastifizierungsvorgang. Dabei beschreibt die linke Komponente (Feder)
ein flir das globale Element elastisches Materialverhalten bzw. den elastischen Be-
reich reversibler Verformungsmoglichkeit. Im Gegensatz dazu wird der irreversible
Deformationsvorgang (plastische Materialreaktion) durch die Reibungskomponen-
te charakterisiert. Eine anfangs elastische Systemantwort wird durch das Feder-
element mit steigender Beanspruchung bis zu einer Grenzspannung oy realisiert.
Diese (FlieB-)Spannung oy ist der Ubergang zum plastischen Bereich, indem nun
die Materialcharakteristik des Reibungselementes aktiviert wird und dadurch zu
bleibenden Verformungen bei Beanspruchung oberhalb von oy fiihrt. Dieser Uber-
gang vom elastischen zum plastischen Materialverhalten wird durch eine FlieB3-
bedingung (FlieBkriterium) beschrieben. Das FlieBverhalten selbst wird durch die
FlieBregel festgelegt.

Im folgenden Abschnitt werden anhand dieses Beispiels weitere Kriterien elasto-
plastischen Verformungsverhaltens im Hinblick auf den Aspekt vollkommener Pla-
stifizierung vorgestellt. Darauf aufbauend wird ein numerisches Plastizitditsmodell
mit isotroper Verfestigung dargelegt und das elasto-plastische Tangentenmodul als
Ausdruck der tangentialen Spannungs-/ Verzerrungs- beziehung hergeleitet.
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3.3 Idealer Plastifizierungsvorgang

Die FlieBbedingung stellt die Grenze zwischen dem elastischen und plastischen
Bereich dar. Physikalisch als FlieBfunktion je nach Art des elasto-plastischen Ma-
terialmodells (z.B. Mises, Drucker-Prager, etc.) ausgedriickt, muss fiir die FlieBbe-
dingung bei plastischem Materialverhalten gelten:

£=0 (3.3)

Entsprechend dem trivialen Fall des Beispielmodells mit der konstanten materials-
pezifischen FlieBspannung oy ergibt sich konkret fiir /' folgende Formulierung:

f=f(o)=lo| —or=0 (34)

Weiterhin wiirde sich im plastischen Bereich (Reibungselement) ein Verzerrungs-
zuwachs (Verzerrungsgeschwindigkeit) €7 der Form ergeben:

el = gtep = ysign(0) (3.5)

mit

e 2 =0 fir f=|o|— oy <0 (elastischer Bereich)

o &7 =sign(o)y fir f=|o|—oy=0 d.h. |o|= oy (plastischer Bereich)
und der vorzeichenspezifischen Komponente

. +1 ifo>0
sign(o) = { 1 ife<0 (3.6)

Fiir f(o) = 0 gilt, dass der Spannungszustand genau auf der FlieBfldche liegt und
somit plastisches FlieBen eintritt bzw. f dann die obere Grenze des elastischen
Bereichs darstellt. Mit diesem Spannungszustand ist die FlieBbedingung erfiillt.
Die Formulierung fiir die plastischen Verzerrungszuwéchse &7 (Gl. wird als
FlieBregel oder als FlieBgesetz bezeichnet. Fiir den elastischen Bereich sind diese
Verzerrungszuwichse numerisch Null. Die auf die Zustandsidnderung iibertragene
Spannungs-/ Verzerrungsbeziehung (Gl. [3.1)) liefert dann fiir den eindimensionalen
Fall des aufgezeigten Beispiels folgende Form:

6 =Eé (3.7)

mit E als Elastizitatsmodul.
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Allgemein lasst sich die FlieBregel als plastisches Verzerrungswachstum aus dem
Differenzial des plastischen Potenzials O und dem plastischen Multiplikator 7y for-
mulieren:

. 20
P=y= 3.8
& =152 (3.8)
wobei flr yund f jeweils das Nullkriterium wie folgt zutrifft:
e y=0wenn f(0) <0
e f(o)=0wenny>0

Aus diesen beiden Kriterien lédsst sich zusammenfassend eine Bedingung formu-
lieren:

y-f(o)=0 (3.9)

Des Weiteren gilt fiir die zeitdiskrete Betrachtung der FlieBfliche in Abhéngigkeit
von dem Spannungszustand:

e y=0wenn f(o(t)) <0
e f(o(t))=0wenny>0
Wiederum folgt daraus die zweite generalisierte Bedingung:

v-f(e) =0 (3.10)

Diese beiden generalisierten Bedingungen (3.9|und [3.10)) sind als folgende Kondi-
tionalsitze bekannt [5]]:

1. das Komplementér-Kriterium nach Kuhn-Tucker

2. das Konsistenz-Kriterium

yf(c)=0 wenn f(c)=0

Mit der Anwendung dieser Kriterien auf das Reibungselement des eingangs erlauter-
ten Beispiels ldsst sich das Modell fiir eine vollkommene Plastifizierung herleiten
und veranschaulichen. Aus der Konsistenz-Bedingung folgt fiir y > 0:

fle)=0
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Fiir das Differenzial der FlieBfliche gilt mit Hilfe der Gleichung (3.1)):

fzjgazggm_sp):o (3.11)

Analog der Konvention (3.6)) fiir das spannungsassoziierte Vorzeichen lasst sich die
Gleichung (3.11)) tiberfiihren in:

. d . d .
f= %E £€— % E sign(o) (3.12)

Das weitere dquivalente Umformen mit den Differenzialen

d
%‘G‘ = sign(o) (3.13)
gi = sign(o) (3.14)

und der konsequenten Folgerung

[sign(c))* =1 (3.15)

fithrt zu dem Term fiir den plastischen Multiplikator

Y = ésign(o) (3.16)

Diese Formulierung substituiert die Gleichung fiir die plastischen Dehnungszu-
wichse (G1.3.5]) wie folgt:

& = ¢ [sign(o))* = & (3.17)

Damit resultieren die Gesamtdehnungszuwéchse ausschlieBlich aus plastischen Ver-
formungsvorgingen, was auch als ideale oder vollkommene Plastizitdt bezeichnet
wird. Zur Veranschaulichung der Problematik folgen jeweils Darstellungen fiir die
daraus resultierenden Spannungs-/ Verzerrungsverlaufe.
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Die erste Darstellung (Abb. stellt den Spannungsverlauf in Abhéngigkeit von
den Verzerrungen € dar. Die zweite Darstellung (Abb. [3.3]) zeigt den konstanten
Verlauf von 6 = oy > 0 bei steigenden differenziellen Dehnungszuwiéchsen 7.

Belastung

Oy (@] —

E =
(o) Entlastung

Abbildung 3.2: Spannungs-/ Dehnungslinie mit Ubergang vom elastischen zum
plastischen Bereich analog des Einfiihrungsbeispiels.

—oy ————@

Abbildung 3.3: Eindimensionaler Spannungszustand und Dehnungsgeschwindig-
keit bei idealer Plastizitdt (raten-unabhéngig).
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Als Abschluss folgt eine Zusammenfassung des eindimensionalen Plastizitdtsmo-

dells (ideale Plastizitdt):

o =E(e—¢P)

1. Elastische Spannungs-/ Verzerrungsbezichung

2. FlieBgesetz

&P = vy sign(o)

3. FlieBbedingung

f=lo|—0oy <0

4. Komplementar-Kriterium nach Kuhn-Tucker

5. Konsistenz-Kriterium

yf(c)=0 wenn f(c)=0

Das FlieBgesetz nach Punkt 2 der Zusammenfassung lasst sich nun durch das Dif-
ferenzial der FlieBflache zur Substitution der Vorzeichenkonvention sign(o) (Gl.

[3.13)) darstellen:
: of
p_ )
£ 77%
mit
9 _ 99
do do

(3.18)

(3.19)

Diese Formulierung als Herleitung der Gleichung (3.8) impliziert die Abhéngigkeit
der Dehnungsgeschwindigkeit von dem plastischen Potenzial, dessen Differenzial
das Kriterium der FlieBrichtung charakterisiert. Im o.g. Fall der Affinitit zwischen
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FlieBflachenfunktion f und Formulierung fiir das plastische Potenzial O spricht
man von einer assoziierten FlieBregel. Entsprechend gilt fiir die nicht-assoziierte
Beziehung:

90 , df

67 90 (3.20)

Je nach Art des Lastzustandes (Be- oder Entlastung) finden im plastischen Bereich
Verfestigungs- oder Entfestigungsvorginge statt. Dies hat zur Folge, dass sich die
(aktuelle bzw. zeitsensitive) Materialmatrix in Abhéngigkeit vom jeweiligen De-
formationsgrad bzw. von der jeweiligen Werkstoffreaktion neu formuliert. Diese
Materialmatrix bezeichnet man auch als tangentiale Steifigkeit oder Tangentenmo-
dul (Abschnitt[3.4.2)).

3.4 Plastizitat unter bestimmten Verfestigungskriterien

3.4.1 1D-Beispiel: Isotrope Plastifizierung

Im Hinblick auf die Beriicksichtigung eines physikalisch konformen Materialver-
haltens einer sich mehraxial-definierenden Struktur (Isotropie) wird das folgende
Plastizitatsmodell im Kontext isotroper Verfestigung vorgestellt. Fiir eine Vertie-
fung der Darlegungen sei ebenso auf die Referenz nach [3]] verwiesen.
Ausgangspunkt fiir dieses Verfestigungsmodell bilden auch hier die Formulierun-
gen nach GL. (3.1)) und (3.2)). Fiir eine Erweiterung der vorangegangenen Plastifi-
zierungsbeschreibung mogen folgende Bedingungen dienen:

e identischer elastischer Bereich £; unabhingig vom Belastungszustand als
Kriterium fiir isotropes Materialverhalten

e lineares Verfestigungsverhalten als Kriterium fiir das FlieBgesetz
(vorzeichen-unabhingig)

Das Kritierium fiir die Isotropie fiihrt zu einer neuen Form der FlieBbedingung:
flo,a)=|o| — [oy +Ka] <0, >0 (3.21)
mit
e oy > 0 als konstante FlieBspannung
e K > 0 als konstantes, plastisches Modul

e ¢ > 0 als Funktion des plastischen FlieBens orthogonal zur Lingsachse
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Der Parameter o wird als interne Verfestigungsvariable bezeichnet. Ein negatives
plastisches Modul verweist auf einen Entfestigungsvorgang. Ein linearer Verfesti-
gungsvorgang flihrt fiir & zu folgender Formulierung:

o= | (3.22)

Die generalisierten Bedingungen (Komplementar-Kriterium nach Kuhn-Tucker und
Konsistenz-Kriterium) werden nun unter Beriicksichtigung isotroper Verfestigung
erweitert. Es ergibt sich:

o fiir das Komplementar-Kriterium nach Kuhn-Tucker
y=20, f(o,a)<0, vyf(o,a)=0

o fiir das Konsistenz-Kriterium

/(0,000 =0

Fiir einen Uberblick und eine Veranschaulichung folgen eine Modellzusammen-
fassung fiir den eindimensionalen Spannungszustand sowie die komplementiren
Verfestigungskurven der Spannungs-/ Verzerrungsbeziehung.

(o)

2
X
Oy re)
Esc — I/ ~ Es
e €
0 &P

@] —oOy

@]

Abbildung 3.4: Spannungs-/ Dehnungsdiagramm fiir Plastizitit mit isotroper Ver-
festigung.
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Zusammenfassung: Plastizitit mit isotroper Verfestigung (1-D).

1. Elastische Spannungs-/ Verzerrungsbeziehung

c=E(e—¢P)

2. FlieBgesetz

&P = vysign(0o) =y

3. FlieBbedingung

flo,a)=|o| — [oy +Ka] <0

4. Komplementar-Kriterium nach Kuhn-Tucker

Yzoa f(G,(X)SO, Yf(cva):()

5. Konsistenz-Kriterium

vf(o,a) =0 wenn f(c,a)=0

28
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3.4.2 Elasto-plastischer Tangentenmodul
(lineare und isotrope Verfestigung)

Entsprechend den vorherigen Darlegungen fiir den Fall isotroper plastischer Verfe-
stigung lésst sich nun das elasto-plastische Tangentenmodul herleiten. Diese tan-
gentiale Steifigkeit stellt die differenziellen Spannungs- und Dehnungszuwéchse in
Form einer Ratenformulierung in Beziehung. Als Basis dient das Konsistenzkrite-
rium 7/ = 0 mit / = 0 und die elastische Spannungs-/ Verzerrungsbeziehung:

. of . af .
f=5264520=0 (3.23)

Die Substitution fiir 6 und d f/d o sowie d f/da fiihrt zu:

f=sign(c)E(£—¢&P)—Ka =0 (3.24)

Mit Hilfe der Gleichung (3.16)) lisst sich folgende Uberfithrung vornehmen:

f=sign(c)Eé —Y[E+K] =0 (3.25)

Und damit folgt fiir y bei /= 0:

_ sign(o)E€
Y="%ixk (3.26)

Mit diesem Term lasst sich y in der FlieBregel (Gl. ersetzen und fithrt zu:

20— Eé
- E+K

(3.27)

Eingesetzt in die Ratenformulierung der elastischen Spannungs-/ Verzerrungsbe-
ziehung folgt fiir den plastischen Bereich (y > 0):

e
dzE(é £ ) (3.28)
E+K
E2
5= (E— : 2
G ( E+K>8 (3.29)
bzw.
EK
G = £ =K'g (3.30)
E+K

K ist hierbei der elasto-plastische Tangentenmodul bei linearer und isotroper Ver-
festigung.
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Die Ratenformulierung fiir 6 lautet dann je nach Verformungsvorgang:

E¢ Y=0  (elastisch)

6= EK . (3.31)
lastisch
E—i—Ke Y>0  (plastisch)

Die folgende Abbildung verdeutlicht den Zusammenhang zwischen Spannungen
und Dehnungen in Form des Tangentenmoduls je im elastischen und im plasti-
schen Bereich:

EK/(E+K)

Oy &---—-p~-—--f-------

Abbildung 3.5: Elastizititsmodul und Tangentenmodul bei linearer Plastizitit mit
isotroper Verfestigung.

Neben der isotropen Verfestigung gibt es die kinematische Verfestigung. Ebenso
ist die Kombination beider Verfestigungsarten moglich. Auf Grundlage des vor-
gestellten Plastifizierungsmodells mit isotroper Verfestigung lassen sich weitere
nichtlineare Modelle durch Anpassen der FlieBbedingung, der FlieBregel sowie der
FlieB-Kriterien herleiten. Hierfiir sei auf die Referenz nach [5]] verwiesen.
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3.5 Inkrementelle Form der Plastizitait

Um einen zeitdiskreten, dehnungsgesteuerten Plastifizierungsvorgang numerisch
abbilden zu kénnen, sind die Formulierungen der Plastizitdtstheorie fiir einen ent-
sprechenden Algorithmus inkrementell aufzubereiten. Im folgenden wird ein all-
gemein gliltiges Konzept zur Algorithmus-Entwicklung unabhingig von der jewei-
ligen FlieBbedingung vorgestellt.

Als Ausgangssituation seien die Gesamtdehnungen &,, die plastischen Deh-
nungen & und das Inkrement d€ zum Zeitpunkt ¢, bekannt. Als Basis fiir den Fol-
gezustand zum Zeitpunkt #,, | =1, + d¢ gilt nach dem Euler-Riickwarts-Verfahren
(als Integrationsverfahren):

Xn1 = Xp + Ot f(Xnt1) (3.32)
Fiir die plastischen Dehnungen ergibt sich analog Gl. (3.32):
af
P =gl +0 3.33
8n+1 gn + ’)/8O_n+1 ( )

mit
Y= Y419t >0
Der aktuelle Spannungszustand ermittelt sich zu:
On+1 =F: (8n+1 —85+1> (334)
Das Komplementir-Kriterium nach Kuhn-Tucker lautet dann:
Y20 for1 <0 9Yfur1=0
Voraussetzung ist, dass folgende Gréfen bekannt sind:

€,, 0€,, €, unddamitauch g,

Anhand der inkrementellen Formulierung sind zahlreiche Algorithmen entwickelt
worden. Im Kapitel 5 wird der Closest Point Projection Algorithmus vorgestellt
und auf die lokale Iteration des zu realisierenden Materialgesetzes gemall Kapitel
4 angewendet.



Kapitel 4

Dreidimensionales
elasto-plastisches
Kontakt-Materialgesetz zur

Abbildung der
Rissflachen-Degradation

4.1 Grundgedanke

In einer Veroffentlichung des Journal of Engineering Mechanics wurde ein Kon-
zept zur Modellierung von Risszusténden [6], hervorgegangen aus einer durch Zug
bzw. Druck und Schub gekoppelten Beanspruchung von sproden und sensitiven
Materialien, z.B. Beton, vorgestellt. Hiermit l4sst sich ein realitdtsnaher Entfesti-
gungsvorgang von bruchempfindlichen Materialien abbilden und numerisch simu-
lieren. Die Integration eines solchen Materialmodells in eine FE-basierte Applika-
tion kann mit Hilfe von Kontakt-Elementen erfolgen. Das Risswachstum ist dabei
durch Eintreten und Zunahme von Rissverschiebungen oberhalb des elastischen
Forménderungszustandes auf Basis der Plastizitétstheorie charakterisiert. Je nach
Beanspruchungsgrad ergibt sich ein Niveau der bis dahin umgesetzten Forménde-
rungsarbeit. Diese Groe nimmt direkten Einfluss auf die Festigkeiten (Zugfestig-
keit, Kohidsion) und ermoglicht die iterative Ermittlung der aktuellen Rissverschie-
bungen. Es konnen physikalische Phdnomene wie Dilatanz und ein erhohter Rei-
bungswiderstand, welcher iiber die Coloumb’sche Reibung hinaus geht, beriick-
sichtigt werden. Dadurch ist es moglich, Entfestigungsvorgidnge mit exponentialem
Charakter sprodbruchempfindlicher Materialien bei einer aus Druck resultieren-
den Schubbeanspruchung realititsnah zu simulieren. Die hierbei hervorgebrach-
ten hoheren Scherwiderstinde als Simulation real existierender Verzahnungseffek-
te und das damit verbundene Formanderungsverhalten verleihen diesem Material-

32
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modell besondere Bedeutung.
Prinzipiell unterscheidet man drei Belastungsarten:

e Zugbeanspruchung
e Zug-/ Schubbeanspruchung

e Druck-/ Schubbeanspruchung
Weiterhin werden 2 Grenzbruchenergiezustéinde eingefiihrt:
e MODEI

e MODE II(a)

Mode I beschreibt dabei das Materialverhalten unter Zugbelastung, wobei nach
Uberschreitung der elastischen Beanspruchbarkeit nichtlineare Entfestigungsvor-
géinge eintreten und dadurch ein bestimmtes Restspannungsniveau generiert wird.
Die verbleibende Materialfestigkeit nimmt dabei sukzessiv mit zunehmender Riss-
entwicklung bis zum Versagen der Struktur ab. Der Grenzzustand einer aus Druck
und Schub gekoppelten Beanspruchung wird analog durch Mode Ila klassifiziert

(Abbildung [T).

| 3

Mode | .

| 1

Abbildung 4.1: Bruchzustinde: Mode I und asymptotischer Mode II.

Mode Ila
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Die korrespondierenden Bruchenergien G} und G_If[“ im jeweiligen Grenzzustand
beschreiben die freigesetzte Energie pro geschaffener Trennfliche. Die geleistete
Forménderungsarbeit je Rissstadium néhert sich diesen Grenzwerten bei kontinu-
ierlichem Risswachstum an. Das Verhiltnis aus Formadnderungsarbeit und jeweili-
ger Bruchenergie ist dabei maB3gebend fiir die verbleibende Beanspruchbarkeit so-
wie der weiteren Rissentwicklung. Die Formédnderungsarbeit W< selbst wird daher
als Geschichtsvariable zur ratenabhéngigen, inkrementellen Ermittlung der plasti-
schen WeggroBen (lokales Iterationsmodell) benotigt.

Das nachfolgend dargelegte Materialgesetz mit plastischer Entfestigung moti-
vierte zur Entwicklung eines implementationsfahigen Algrithmus und dessen Inte-
gration in die stochastische FE-Software SLang am Institut fiir Strukturmechanik
(ISM) der Bauhaus-Universitdit Weimar. In der vorliegenden Dokumentation wird
die algorithmische Umsetzung dieses Materialgesetzes umfassend dargelegt, wobei
ebenso die Verifikation und abschlieSend der Test von zwei Anwendungsbeispielen
Bestandteil dieser Arbeit sind.

4.2 Kinematische Formulierung

Grundlage fiir die Herleitung der kinematischen Beziehung entsprechend der La-
grange’schen F_-I Formulierung soll die Verschiebung eines Punktes des dreidimen-
sionalen Kontinuums darstellen [4]. Der zugehdrige Verschiebungsvektor einer Po-
sitionsédnderung definiert sich zu:

u= | u, 4.0

Eine allgemeine Deformation, definiert durch kleinste Translationen und Rota-
tionen sowie infinitesimale Kantendrehungen mit Winkelgleitung, bewirkt eine
Verdnderung der geometrischen Struktur. Die Quantitit dieser Deformation lésst
sich iiber eine kinematische Beziehung ausdriicken. Die daraus resultierenden Deh-
nungen und Gleitungen entsprechen dem Verschiebungsgradienten. Dieser Ansatz
gestaltet sich in Bezug auf die Kontaktflachen eines Risses anders. Man geht hier-
bei von Verschiebungsdifferenzen in der Rissfuge aus, anstatt die Verzerrungen in
Abhéngigkeit der Verschiebungen anzusetzen. Gleichermallen gilt, dass sich der
Verschiebungstensor richtungskorrespondierend zu dem Verzerrungstensor formu-
liert.

I Joseph Louis Comte de Lagrange, franzdsischer Mathematiker, 1736-1813, Vollender der Va-
riationsrechnung mit bedeutenden Beitrdgen zu den Energieprinzipen, Begriinder des Prinzips der
virtuellen Arbeiten (1788) [4].
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Als Ausgangspunkt zur modellspezifischen Formulierung des WeggroBentensors
im FE Kontext dient das (3-D) Kontaktelement in [7]]. In dreidimensionaler Aus-
dehnung besitzt dieses achtknotige Element zwei durch die Knoten gekoppelte
Kontaktflichen, welche durch einen Kontaktflichenabstand bzw. die Elementdicke
¢t (Kontaktfuge) charakterisiert sind. Die lokale x-Achse ist dabei orthogonal zur
Kontaktflache gerichtet. Abbildung4.2]stellt dies schematisch dar.

8 uy 7

Abbildung 4.2: 3-D Kontaktelement zur Rissmodellierung im lokalen Koordina-
tenraum (x senkrecht zur Kontaktflache).

Fiir das Kontaktelement sind folgende Verschiebungen zuldssig:
Auy, Au, und Au,

Auy, und Au;, entsprechen dabei den Schubdehnungen im Kontinuum. Im Hinblick
auf einen symmetrischen Verschiebungstensor gilt:

Ui = Ujj
und
uy Auty
w'= | up | =| Au, (4.2)

ur, Au,
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mit
e der Relativverschiebung uy orthogonal zur Rissfuge

e den Relativverschiebungen ur, und uz, in Richtung der Rissfuge

Dieser Verschiebungstensor #* definiert sich damit im Hinblick auf die korrespon-
dierende kinematische Beziehung zwischen Verschiebungsvektor und Verzerrungs-
tensor neu. Es gilt:

uy
u'=Au=Bu= | up 4.3)
ur,

Folglich ergibt sich der Weggrdfentensor in vereinfachter Matrix-Form zu:

Auy %Auy %Auz Uy %url %ur2
u'=| 1Au, 0 0 =| fur, 0 0 (4.4)
1Au, 0 0 Tup, 00

Auf Basis dieses Ansatzes fiir die kinematische Formulierung folgt das zugehori-
ge Werkstoffgesetz, was Anliegen des nichsten Abschnitts sein soll. Dabei wird
im folgenden u* als u bezeichnet, da nur Verschiebungsdifferenzen als Eingangs-
groflen betrachtet werden.
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4.3 FElastisches Teilwerkstoffgesetz

Anhand der kinematischen Beziehung lisst sich das elastische Werkstoffgesetz
formulieren. Fiir das Material wird linearelastisches Materialverhalten mit homo-
gen anisotropen Eigenschaften angenommen. Je nach Beanspruchungsgrad und -
richtung konnen Spannungen wie folgt aufgenommen werden (Abbildung[4.3)):

e Zug- bzw. Druckspannungen senkrecht zur Kontaktflache:

GX}C
e Schubspannungen in Richtung der Kontaktflache:
Oxy = Oyyx,; Oxz = Oz

e Spannungen, welche nicht aufgenommen werden kénnen:

Oy = 0;; =0, = 0;, =0

Zug—/ Druckspannungen Schubspannungen keine Spannungsaufnahme
orthogonal zur Kontaktfliche in der Kontaktfliche

vr Oxx Oy, Oxz Oyy, Ozz, Oy

L

X

Abbildung 4.3: Mdglichkeiten der Spannungsiibertragung des Kontakt-Elements.
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Entsprechend der Modellbeschreibung [16] lassen sich die Anteile aus Zug/ Druck
und Schub wie folgt ersetzen:

1. oy aus Zug- oder Druckbeanspruchung, orthogonal zur Rissfuge gerichtet

2. or, und or, fiir die Schubanteile in Richtung der Rissfuge/ Rissflache

Dadurch erhélt der Spannungstensor im dreidimensionalen Raum folgende Form:

Oxx ny Ox; OoNy Of Op
6=|0y O, O, =05 0 O 4.5)
O.x Oz O o, 0 0

Im Hinblick auf das Werkstoffgesetz ergibt sich eine Spannungs-/ Verschiebungs-
beziehung (entsprechend kinematischer Formulierung). Die dafiir benétigte elasti-
sche (Material-)Steifigkeitsmatrix des Kontaktelements wird fiir einen entkoppel-
ten Ansatz mit konstanten Koeffizienten K;; folgendermallen angesetzt:

Ky 0 0
K=K=|0 Kr 0 (4.6)
0 0 Kr

Die elastische Steifigkeitsbeziehung lautet dann:

ON Ky 0 0 uf\;
c=Ku'=|or |=]|0 Kr 0 us! 4.7
o7, 0 0 Ky ueTi

Analog ldsst sich der differenzielle Zusammenhang zwischen Spannungen und
Verschiebungen entsprechend einem elastischen Verformungsverhalten als Raten-
formulierung festhalten:

6=K:u (4.8)
mit
e 6 = [6y 61, 61,]7 als Vektor der differenziellen Spannungszuwichse
el el

o i’ =[] ug} ugl)" als Vektor der differenziellen Verschiebungszuwichse

e K als Materialmatrix gemaB Gleichung (4.06))
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In 2-D folgt fiir die tangentialen Grofen:
up = 0 o7, = 0

und daraus eine Reduktion der Spannungs- und Verschiebungstensoren (in Vektor-
form):

6 =[oyor)]" u'=[usuf]” (4.9)

sowie des Materialtensors:

Ky O
K= [ 0 K } (4.10)

Mit Gleichung (4.7) ist ersichtlich, dass das allgemeine lineare Werkstoffgesetz
dieser Steifigkeitsbeziehung entspricht. Daraus folgt fiir das Werkstoffgesetz:

o=K-u’ (4.11)

Auf Basis dieser linearen Elastizititsformulierung werden im folgenden Abschnitt
Nichtlinearititen des Verformungsverhaltens berticksichtigt und der Giiltigkeitsbe-
reich des Werkstoffgesetzes fiir plastische Deformationen ausgeweitet.
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4.4 Plastisches Teilwerkstoffgesetz mit
Entfestigung

4.4.1 Beriicksichtigung plastischer Weggrofien

Das elastische Werkstoffgesetz ldsst sich in eine Formulierung fiir plastisches Ver-
formungsverhalten erginzen. Voraussetzung hierfiir ist, dass die Verformungen
bzw. Verzerrungen nicht mehr ausschlieBlich aus elastischer Forménderung resul-
tieren. Als Ansatz fiir den (Gesamt-)Verschiebungstensor gilt:

u=u"+u" (4.12)
mit
cro__ [ cr cr cr]T

als Vektor der Rissoffnung und -gleitungen.

Als differenzielle elastische Steifigkeitsbeziechung mit Berlicksichtigung der irre-
versiblen Verschiebungen lédsst sich mit Hilfe der Gleichung (4.12) eingesetzt in
Gl. (4.8) folgende Form generieren:

6 =K (—u") (4.13)

Die Tensoren liefern in matrizieller bzw. vektorieller Schreibweise die ausformu-

lierte Form der G1. (.13):

Gy Ky 0 0 iy iy
6r, |=10 Kr O . ur, | — | Uy (4.14)
o7, 0 0 Kr ur, ug,

bzw. in 2-D

6y | | Kv O iy uyy
FIE RGO 5l
Die Ermittlung der irreversiblen Verschiebungen bzw. RissgroB3en erfolgt in einer
lokalen Iterationsprozedur. Auf Basis der Plastizitétstheorie ergibt sich der Ver-
schiebungsvektor der plastischen WeggroBen aus der FlieBregel, welche nachfol-

gend vorgestellt wird. Vorher jedoch wird auf die fiir das Materialmodell spezifi-
sche FlieBbedingung eingegangen.
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4.4.2 Hyperbolische FlieBbedingung

Die FlieBbedingung als Ubergang zwischen elastischen und plastischen Bereich
bzw. der Beginn des plastischen FlieBens formuliert sich im dreidimensionalen
Spannungsraum wie folgt:

F =07 —(c—oytang)? + (c— xtang)? (4.16)

or =4/0f + 0},

Liegt der Spannungszustand auf der FlieBfliche, gilt fiir F':

mit

F(GN, O'T) =0 (4.17)

Wird die FlieBbedingung nicht erfiillt, signalisiert das Vorzeichen von F elastisches
(F < 0) oder plastisches (F > 0) Verformungsverhalten. Neben den Spannungen
sind in der FlieBbedingung folgende Materialparameter zu beriicksichtigen:

e x: Zugfestigkeit
e c¢: Kohision/ Scherfestigkeit
e ¢: Gleitreibungswinkel

e tan ¢: Reibungsbeiwert fiir Coulomb’sche Reibung

Je nach angesetzter Schrittweite bei der erwihnten lokalen Iteration zur Ermittlung
der plastischen WeggroBen ergibt sich ein aktueller elasto-plastischer Spannungs-
zustand sowie ein Niveau der bis dahin umgesetzten Formanderungsarbeit, welche
direkten Einfluss auf die Materialparameter ¥ und ¢ hat. Dabei veringern sich die
Initialwerte der Festigkeiten (o, co) mit steigender Formédnderungsarbeit. Die ak-
tuelle Beanspruchbarkeit resultiert somit aus dem noch nicht umgesetzten Anteil
der Grenzbruchenergie. Aus dieser Konsequenz folgt fiir die Materialparameter:

x=2x0-¢(&) (4.18)

c=co-9(&) (4.19)
& ist dabei das Verhiltnis aus Formanderungsarbeit und Grenzbruchenergie ent-

sprechend Mode I und Mode Ila. Es ergibt sich:

o fiir die Zugfestigkeit (Mode I)

WC)"

—r
Gy

E=1- (4.20)



KAPITEL 4. ELASTO-PLASTISCHES KONTAKT-MATERIALGESETZ 42

o fiir die Kohision (Mode Ila)

WCV

ézl—fo,a (4.21)

Die Skalierungsfunktion ¢ (&) ermoglicht nun das Anpassen der Festigkeitspara-
meter mittels verschiedener Formbeiwerte ¢;. Diese Parameter und die benotigte
Skalierungsfunktion werden im Abschnitt dieses Kapitels vorgestellt.

Entwicklung der Fliefliche

Die verschiedenen Zustinde und Zustandsiibergénge der Fliefliche sind in der
folgenden Abbildung dargestellt:

Abbildung 4.4: Initialzustand (0), Spannungszustand in der Rissfuge (1) und End-
zustand (2).

Diese Entwicklung der FlieBflache ldsst sich folgendermaf3en beschreiben:

e Initialspannungsniveau fiir die Entwicklung der irreversiblen Rissoffnung
und -gleitung im Anfangsstadium unter Druckspannung (0)

e Spannungszustand in der Rissfuge mit Beriicksichtigung der Dilatanz (1)

e Endzustand in der Rissfuge unter dem Einfluss der Coulomb’schen Reibung
ohne Dilatanz (2)
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Setzt sich der Schadigungsvorgang in der Rissfuge fort bzw. nimmt die Rissflichen-
Degradation durch Zerstérung der verzahnten Kontaktfliche weiter zu, greift nur
noch die Coulomb’sche Reibung durch Ausbildung von glatten Rissflichen. Gleich-
zeitig versagt die Volumenzunahme - hervorgerufen durch eine nicht mehr mogli-
che Gefiigeauflockerung. In diesem Zustand gilt:

or = ‘GN’ tan @ (4.22)

Im néchsten Abschnitt wird auf die korrespondierende FlieBregel mit Dilatanz ein-
gegangen.

4.4.3 FlieBregel mit Dilatanz

Fiir die FlieBregel unterscheidet man allgemein je nach Assoziation zur FlieBfunk-
tion nach:

e assoziierte FlieBregel

e nicht-assoziierte FlieBregel

Die FlieBrichtung entsprechend der vorliegenden Fliefliche (Abb. fiir das
Materialmodell ist nicht-assoziiert an die Ableitung der FlieBfunktion gebunden,
d.h. es ergeben sich abweichende Formulierungen fiir den Gradienten der FlieB3-
flache und des plastischen Potenzials (Abb. [4.5).

Abbildung 4.5: Darstellung der Hyperbolischen FlieBfliche F und des plastischen
Potenzials O im Hinblick auf eine nicht-assoziierte FlieBregel.
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Die in Kapitel 3 vorgestellten GesetzméaBigkeiten plastischer Verformungsvorgéange
lassen sich, wie schon erwihnt, auf die Rissgro8en anwenden. Entsprechend den
Grundlagen plastischer Verformung (Kapitel 3, Abschnitt 3.8) ergibt sich fiir ei-
ne Berticksichtigung der irreversiblen VerschiebungsgroBen des Kontakt-Elements
folgende FliefBregel:

. 90

u :)LE

mit A als Rate des plastischen Multiplikators und dem Differenzial des plastischen
Potenzials der Form:

(4.23)

- 20
doy
90 _| 2
36~ | o1 (4.24)
20

86T2

Dieser Gradient beschreibt die FlieBrichtung plastischen FlieBens. Bei entspre-
chender Variation der Rate des plastischen Multiplikators A wird eine Materialent-
festigung durch Verringerung der aktuellen Materialsteifigkeit, ausgedriickt durch
das elasto-plastische Tangentenmodul, hervorgerufen. Hierauf wird im nichsten
Abschnitt ausfiihrlicher eingegangen.

Gemal der assoziierten FlieBregelformulierung der Plastizititstheorie ist das
Differenzial des plastischen Potenzials mit dem Spannungsdifferenzial der FlieB3-
flache identisch. Fiir die nach Gleichung (4.16)) aufgezeigte hyperbolische Fliel3-
flache ergibt sich in Abhéngigkeit vom jeweiligen einaxialen Spannungszustand:

¢ in Richtung der Normalspannung oy

d JdF
a(’QN = E :2tan¢(C—GNtan¢) (425)
e in tangentialer Richtung:
4Y
— =207, 4.26
aGTI. GTI ( )

Die eingangs erwédhnten Aspekte des realitdtsnahen Modellcharakters erfordern je-
doch eine Modifikation dieses Differenzials zur Abbildung der Dilatanz, was zu
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einer nicht-assoziierten FlieBregel fiihrt. Die Korrektur der Abweichung des pla-
stischen Potenzials von der FlieBfliche wird durch die Parameter /9 und f4" als
Korrekturfaktoren der FlieBrichtung vorgenommen. Fiir das differenzielle plasti-
sche Potenzial ergibt sich:

90 i anste
Jou = dou" FI = 2tan ¢ (c — oy tan @) f7 12 (4.27)

£ nimmt dabei Einfluss auf die aus dem aktuellen Schidigungsprozess hervor-
gegangenen Anderungen der FlieBeigenschaften. Dies ist im gesamten Spannungs-
zustand zu beriicksichtigen. Fiir den Korrekturbeiwert £/ hingegen ist dies nur
fiir Druckspannungen der Fall. Dieser Faktor beschreibt den Einfluss der Dilatanz
zur Anpassung der FlieBrichtung so, dass mit steigender Druckspannung der Dila-
tanzeinfluss geringer wird. Beide Parameter werden ebenso mit Hilfe der Skalie-
rungsfunktion @(&) und der entsprechenden Formbeiwerte (or¢ und o) einer-
seits aus dem Kohisionsanteil fiir /%7, anderseits aus dem Druckspannungsanteil
fiir 97 ermittelt. Es ergeben sich:

e fir den Korrekturfaktor der Dilatanz fcdﬂ

T =1-9(&) (4.28)
mit
E=1-5 (4.29)
o

e fiir den Korrekturfaktor der Dilatanz %/

. (p(é) oy < 0
far—¢ 1 ov>0 (4.30)
0 ’GN| > Gdtl
mit o]
ON
E=1— i 4.31)

Als Grenzwert fiir die Dilatanz bzw. einer moglichen Volumenzunahme unter Druck-
beanspruchung wird ein weiterer Materialparameter eingefiihrt:

e " als Dilatanzspannung

Erreicht die Druckspannung diesen Grenzwert, bleibt der Dilatanzefffekt aus, d.h.
es existiert keine Rissoffnung infolge der Gefiigeauflockerung bei kombinierter
Beanspruchung (z.B. Schub unter Druck).
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4.4.4 Forminderungsarbeit

Die Forminderungsarbeit W< ist das Mal} der aktuell umgesetzten Dissipations-
energie im Risszustand. Je nach Belastungszustand und fortschreitender Degrada-
tion der Rissfliche néhert sich diese Grofle jeweils der Bruchenergie entsprechend
Mode I und Mode Ila an. Diese fiir das lokale Iterationsmodell signifikante Ener-
giegrofle lasst sich wie folgt ermitteln:

W =W +dWe” (4.32)

wobei fir das Inkrement je nach Art der Beanspruchung gilt:

e infolge von Zug (oy > 0)

AW = oydusy + ordus) (4.33)

e infolge von Druck (oy < 0)

AW = opdus] (1 -

GNtan(])D

Oy,

i

(4.34)

Die Arbeit resultiert bei Zugbeanspruchung aus den jeweiligen Spannungen und
korrespondierendem Risszuwachs in normaler und tangentialer Richtung. Bei Druck-
belastung hingegen wird die Formanderungsarbeit nur aus dem Schubanteil ermit-
telt, welcher um den aus der Druckbelastung resultierenden Reibungsanteil redu-
ziert werden muss.
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4.4.5 Skalierungsfunktion und Formbeiwerte

Im Hinblick auf die Formbeiwerte ¢; und die dazu korresspondierenden Material-
parameter unterscheidet man nach:

e Formbeiwert der Zugfestigkeit: oy,
e Formbeiwert der Kohision : o

e Formbeiwerte der Dilatanz: ad”, ad!

Fir die Skalierungsfunktion ¢ (&) in Abhdngigkeit des entsprechenden Formbei-
wertes o gilt:

e WE
¢(S, ) = T+(e @—1)E (4.35)
Im Fall o; = 0 gilt:
p(&)=2¢ (4.36)

Fiir die bereits erwdhnten Korrekturfaktoren der Dilatanz werden fiir die Skalie-
rungsfunktion die Formbeiwerte @’ und o’ und der zugehérige Term & (Gl.
4.29 u. Gl. angesetzt. Der Einfluss dieser Parameter und die zugehdrigen
Entfestigungskurven sind in der folgenden Abbildung dargestellt.

x;c

WC}"
! 11
Gy Gyt

Abbildung 4.6: Materialparameter } und c in Abhingigkeit der Formbeiwerte o,
und o.
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4.4.6 Elasto-plastischer Tangentenmodul

Es folgt die Herleitung der tangentialen Steifigkeitsmatrix (Tangentenmodul) unter
Beriicksichtigung der Materialentfestigung wahrend des Plastifizierungsvorganges.
Grundlage dafiir bildet die folgende allgemeine Formulierung [|6]:

)
F=35-6—HA 4.37)

H ist in diesem Fall der Entfestigungsparameter (H < 0) als direkte Einflussgrofe
fiir die tangentiale Materialmatrix. Die ebenso fiir das Tangentenmodul nétige Ra-
tenformulierung des plastischen Multiplikators lésst sich durch Umformulierung
der Gleichung direkt herleiten:

: 1 [dF .
A=—|=—6-F 4.38

H [80‘ } (4.38)
Unter Beachtung der Konsistenzkriterien gilt:

e fiir den elastischen Bereich:

A=0: F<0 (4.39)

e fiir den plastischen Bereich:

A>0: F=0 (4.40)

Mit Hilfe der Gleichungen (#.37), (#.38), der Bedingung (4.40) und dem plasti-
schen Teilwerkstoffgesetz entsprechend Gl. (4.13)) ergibt sich fiir A:

A= %(8F/80')K°(u —u) (4.41)
- (0F /d6)K i
A = U (9F/90)K9(90/90) (442)

Fiir die Ermittlung des Parameters H dient als Basis die Gleichung entspre-
chend der Konsistenzbedingung mit # = 0 im plastischen Bereich. Die Isolation
von H fiihrt zu:

OF
H=—5 (4.43)

Das Ersetzen des plastischen Multiplikators ergibt flir das Skalar H:

_ or g
~ Ju do

(4.44)
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Fiir das Differenzial dF /du“" folgt:

OF _OF dp owe

=— 4.45
Ju ~ dp IWT Ju (4.45)
mit p als Vektor der Festigkeiten:
p=Mxd
Fiir die einzelnen skalaren GroBen der Gleichung ergibt sich:
JdF
EPs = —2tan¢(c— ytang) (4.46)
JoF
— =2tan¢(on—X) (4.47)
dc
ox _ . 99(5)
e = X0 S (4.48)
de 29(5)
= 4.49
ower — O gwer (449)
Das Differenzial der Skalierungsfunktion ¢ (&) nach W< ergibt sich zu:
d d o
(p(i) = 5cr . 2 (450)
oW oW [1+ (e=@ —1)E]
je nach Grenzzustand folglich fiir
e Mode I: Py .
=—— 451
TG 4.51)
e Mode Ila: 5 .
3 = (4.52)

a Wwer B Glf]a
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Fiir die Arbeitsinkremente der Gleichungen (4.32)) und (4.33) ergeben sich die Dif-
ferenziale nach den Rissverschiebungen:

e fiir oy > 0:
ower
ucl = oy (4.53)
aWCI’
8uCTf = oy, (4.54)
e fiir oy < O0:
8WCI’
7814]6{ =0 (4.55)
awer oy tan ¢
=or|1— 4.56
dug; or < oy, D (4:56)

Der Entfestigungsparameter erhélt nach den Substitutionen der Gleichung (4.44)
folgenden Term:

JF x W[ 20
ﬁ awer Bu}\f aGN
H=— (4.57)
OF dc ower 00
dc ower ug, dor,

AbschlieBend ldsst sich auf Basis der vorangegangenen mathematischen Formulie-
rungen fiir die erwéhnten Parameter die komplexe Form der tangentialen Steifigkeit
herleiten. Als Ausgangsgleichung dient die differenzielle Spannungs-/ Verschie-
bungsrelation:

6=K"(u—u")=K'u (4.58)

Mit Hilfe der FlieBregel gemiB Gl. (4.23) und dem Ausdruck fiir A lisst sich K
durch folgende Schritte isolieren:

oCr IF OaQ aQ OaQ B .
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Gleichung (4.58)) liefert K* durch das Ersetzen der RissgroBe in Gl. (4.59):

. 0. K°(0F/06)(00/0G)K’ .
"_KO“*H+(aF/aa)K0(8Q/ao)”_K " (4.60)
mit
. o KU(0F/6)(90/96)K°
K =K (F /e )k (90)90) (4.61)

In diesem Abschnitt wurde das Materialgesetz mit allen notwendigen Parametern
vorgestellt. Nachfolgend werden nun auf Basis dieser Formulierungen notwen-
dige Modifikationen vorgenommen und das Modell entsprechend angepasst. Am
Schluss dieses Kapitels werden alle fiir die Algorithmus-Entwicklung wichtigen
Darlegungen nochmals zusammenfassend prisentiert.
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4.5 Zusammenfassung

Elastische Materialsteifigkeitsmatrix

Ky O 0
K'=|10 K5 0 = konst.
0 0 Kr

Verschiebungs- u. Spannungstensoren (vektorielle Form)

u=luy up up]’ u = [u§f uf; u‘};]T
_ T _ /2 2
6 =[oy or op] or =./01 + 07,
Forménderungsarbeit

WCI" — W()CV+dWCV

AW = oydu§; + Gy}du% fir oy > 0 (Zug)
oytand
o7,

i

AW = ordu] <1 -

D fiir oy < 0 (Druck)

Skalierung der Festigkeiten

. WC}"
X =205, 0y) mltézl—G;

. WCV
c=co ¢(5,0) mltézl—@

Skalierung der Korrekturfaktoren der Dilatanz

S =1 of"y mité=1-°

€o

=0l mig=1- %

FlieBbedingung und FlieBregel

F =0%—(c—oytang)* + (c— xtang)? ﬂcr:iaQ

52
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Entfestigungsparameter

OF e AT 920
dchi | | awer || duy || dow
H——
oF ox ower 20
dc oWer Jus doy,
Tangentenmodul K*

KK K°(0F/96)(0/d0)K°
~ " H+(dF/d06)K*(00/00)
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4.6 Modifikationen des Modells

4.6.1 Modifikation der FlieBbedingung

Untersuchungen in ergaben, dass eine Verwendung der hyperbolischen Flie§3-
flichenformulierung [6] nicht zu der gewiinschten stabilen Konvergenz fiihrt. Ur-
sache ist, dass ab einem bestimmten Spannungsniveau entlang der Langsachse die
FlieBbedingung einen elastischen Spannungszustand (F < 0) signalisiert bzw. ein
falscher Gleichgewichtszustand ermittelt und die lokale Iteration somit nicht gest-
artet wird.

Zur Veranschaulichung dessen stellt die folgende Abbildung den Verlauf der hy-
perbolischen FlieBfliche F(oy, o) fiir einen zweiachsigen Spannungszustand dar.
Die verwendeten Materialparameter sind:

tang = 0.8
x =3.0 MPa
c=6.0 MPa

150
100

-100
-150
-200

Abbildung 4.7: Hyperbolische Flieffliche gemél zweiachsigem Spannungszu-
stand.

Es gilt nun, den quadratischen Charakter der Flie3funktion so zu eliminieren, dass
die modifizierte FlieBbedingung bzw. deren Anwendung das zu erwartende Kon-
vergenzresultat exakt abbildet.
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Im Grenzzustand I (Mode I, 67 = 0) ergibt sich folgende Form der hyperbolischen
FlieBflache:

F = —(c—ontand)* + (c — ytand)* = —Fo, +F, (4.62)

Unter der physikalischen Annahme, dass mit Zunahme der Belastung iiber die
Zugfestigkeit hinaus sich ein plastischer Spannungszustand laut FlieBbedingung
einstellt, muss gelten:

F=—F5,+F,>0 wenn oy >y (4.63)

Diese Darstellung zeigt, dass, sobald der Betrag des FlieBflichenanteils aus oy
grofer als F), ist, die FlieBbedingung immer kleiner numerisch Null wird. Damit
versagt die FlieBbedingung. Um eine geeignete Modifikation der Flieffliche zu
ermoglichen, wird eine Untersuchung hinsichtlich der Nullstellen von F vorge-
nommen. In Abhéngigkeit von oy ergibt sich folgende Normalform fiir F:

2coy  x*tan’ ¢ —2cytang
Nt tan ¢ + tan2 ¢

0 (4.64)

Als signifikante Nullstelle folgt die zweite Losung fiir oy der quadratischen Glei-
chung, welche sich als hinderlich fiir das FlieBkriterium in der lokalen Iteration
erwiesen hat:

2 B
 tan¢ X

o (4.65)

Die Modifikation der Gleichung (4.62)) erfolgt durch die Reduktion der quadrati-
schen Anteile der Gleichung (4.63)) mit

Finod = —/Foy, +/Fy (4.66)

und fiihrt zu folgender Form:

Finod = tan@ (oy — x) (4.67)
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Fiir eine Veranschaulichung des beschriebenen Sachverhalts vom Versagen der Ite-
rationsprozedur und dessen Vermeidung durch die Optimierung der FlieBflache soll
die nachstehende Abbildung speziell fiir den Fall des Bruchzustands gemif
Mode I dienen.

30

L
=N
S/

L/ \

0 5 10 15 20
Normalspannungen Gy

F original ==
F modifiziert ——

F(oy)

Abbildung 4.8: Originale und modifizierte FlieBflache im Mode I Bruchzustand.

Um ebenso das Konvergenzkriterium fiir den Zustand II (asymptotischer Mode II)
bzw. die Kopplung beider Zustinde wéhrend ein und derselben Prozedur (Mixed
Mode Cracking) sicherzustellen, erhilt die FlieBbedingung folgende Form:

Fmod = _\/FGN + FO-T +Fx (4.68)

Fs; =07 und or =./0% + 03 (4.69)

Die durch die tangentiale Richtung erweiterte modifizierte FlieBbedingung lautet
dann:

mit

Fnod = \/G%—i-(c—xtanq))z—(c—GNtanq)) (4.70)
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Im zweidimensionalen Spannungszustand stellt sich diese modifizierte Form wie
folgt dar:

Abbildung 4.9: Modifizierte FlieBfliche Fj,oq gemil zweiachsigem Spannungszu-
stand.

Da das plastische Potenzial als Kriterium der FlieBrichtung direkt von der Flie$3-
fliche abhéngt bzw. sich als Differenzial der FlieBfliche formuliert, werden die
Ableitungen der FlieBflaiche durch Differenziale der modifizierten Form ersetzt,
was Gegenstand des folgenden Abschnittes ist.

4.6.2 Modifikation der Flieregel

Fiir das modifizierte plastische Potenzial wird entsprechend assoziierter FlieBregel
die modifizierte Form der Flie3fliche angesetzt:

Ouod = \/ G} + (¢~ tan§)? — (¢ — oy tan ) 4.71)

Durch diesen Ansatz fiir das plastische Potenzial ergibt sich fiir die Fliefregel:

) Qmod

uzlao_

(4.72)
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Fiir die Ableitungen gilt allgemein:

e im assoziierten Fall

anod _ aFmod

Jo o

e im nicht-assoziierten Fall

anod o 8Fmod il ,dil
do  Jdo ST

Die konkreten Formulierungen fiir die Differenziale der FlieBflache und des plasti-
schen Potenzials je fiir die originale und modifizierte Form der FlieBfliche werden
im néchsten Kapitel (Abschnitt 5.4) hergeleitet.



Kapitel 5

Algorithmus

5.1 Allgemeines

In Kapitel 2 wurde der spezielle Losungscharakter von nichtlinearen globalen Glei-
chungssystemen beschrieben, welcher sich auf dem Newton’schen Iterationsmo-
dell begriindet. Das hier zu implementierende Materialmodell bendtigt ebenso auf
lokaler Ebene ein iteratives Losungsverfahren zur Ermittlung der plastischen Ver-
formungen bzw. der RissgroBen. Hierfiir stehen verschiedenste Iterationsmodelle
zur Verfiigung. Nennenswert aus der Literatur sind:

e Closest Point Projection Algorithm
e Cutting Plane Algorithm
e Radial Return Mapping Algorithm

als implizite Iterationsverfahren und Vertreter der Return Mapping Algo-
rithmen.

e Runge-Kutta-Verfahren
e Euler-Vorwirts-Verfahren

als explizite Iterationsverfahren fiir kleine Schrittweiten.

Bei der Umsetzung der Prozedur der lokalen RissgroBeniteration wird der implizite
Closest Point Projection Algorithmus herangezogen. Die Vorziige dieser Technik
seien im folgenden kurz erwéhnt:

e Konvergenz in sehr wenigen Schritten, damit effizient und performant
e konsistente Linearisierung

Nachfolgend wird der Closest Point Algorithmus genauer vorgestellt und in allge-
meiner Form prasentiert.

59
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5.2 General Closest Point Projection

Die folgenden Darlegungen sind der Referenz nach [5]] entnommen.

Prinzipiell ist dieses Verfahren dadurch gekennzeichnet, dass man von einem
temporiren elastischen Spannungszustand, beschrieben durch den elastischen Pra-
diktor (6'"@), ausgeht, welcher sich aus den globalen Gesamtverschiebungsgrofen
errechnet. Je nach Distanz des plastischen Spannungszustandes (¥ > 0) von der
aktuellen Fliefliche werden wihrend der Iteration mit & Schritten die plastischen
Dehnungen bzw. die RissgroBen durch den plastischen Korrektor inkrementell so
angepasst, bis der Spannungszustand die FlieBbedingung erfiillt. Nimmt die FlieB3-
flache einen Wert unterhalb numerisch Null oder nédherungsweise numerisch Null
an, wird die Iterationsprozedur aufgrund elastischen Verformungsverhalten im er-
sten Schritt (k = 0) verlassen. Die folgende Abbildung verdeutlicht diesen Mecha-
nismus.

Abbildung 5.1: Geometrische Interpretation der iterativen Ermittlung der FlieB3-
spannung ausgehend von einem (elastischen) Initialspannungsniveau ¢/,

Die in Kapitel 3 vorgestellten Parameter der Plastizitétstheorie mit isotroper Verfe-
stigung lassen sich in dem Algorithmus von Simo [5]] ablesen. Generell stellt sich
der Algorithmus (im Fall einer assoziierten FlieBregel) folgendermalen dar:
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0 & —ef oz(o)1 =a, Ayﬁ)l =0

n+l1 — n+

1. Initialisierung: k

2. Aktuelle Spannungsgrofen ermitteln und FlieBbedingung priifen

®)
o = AW(£n+1 &)

(n+1
q’f+>1 __HE> <)>
an —f(an+1>qn+1)
(k) ()1 +€n w [ o1 1®
Rn = n+ 5 JrA n |: ! :|
. _ai(zlfi)-l +a, Tt aq ntl

IF: /% < TOL, and |R¥),|| < TOL, THEN: EXIT.

3. Berechnung des elastischen und plastischen Moduls

®
c® =AW (€,41 —€L)

n+1

th]il - AzH( n—l—l)

A% 1 { Crly+ M 5ofut] Atidigfun ®
" AYn1096 fnt1 D), [ + AYut 194 frt1]

4. Berechnung des Konsistenzparameters als Inkrement

(k) ®) 5 01T 40 plk)
Azy(k) L fn+1_ [aﬁfnﬂaq n+1} An+1Rn+1

n+1 k
[a oy (k)}T (0 [ 3ot 1Y
CJn+1Y9) n+1 n+1 8qfn+l

5. Ermittlung der Inkremente der plastischen Dehnungen u. internen Variablen

Asfj c,l, o *) | plh) Jnt1
[ J(r’}) ] = [ 0 + ;11 :|A R;1+1+A2yn+l :fn—H

D D n+1
Aan+1 +

6. Update der Geschichtsvariablen

(k+1) *)
e%cil): G >+A 5?!5
n 1 +Aan+l

i (0)

ynJrl A’}/nJrl +A2’}/n+1

Setze k = k+ 1 und beginne erneut bei Schritt 2.
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Um den Algorithmus auf das zu implementierende Materialmodell anwenden zu
konnen, miissen die im Algorithmus erwéhnten Parameter eindeutig identifiziert
werden. Im Einzelnen ergibt sich hierfiir (in matrizieller bzw. vektorieller Schreib-
weise):

e k: - Nummer des Iterationsschrittes der lokalen, k-ten Iteration

e 7: - Kennung des Iterationsschrittes der globalen Iteration (Newton-Raphson-
Iterationsverfahren)

.
n+l-*

€ - plastische Dehnung zu Beginn der lokalen Iteration

€} - InitialgroBe fiir die plastische Dehnung, hervorgegangen aus der vorhe-
rigen globalen Iteration

o0

i1 - Wert der internen Variable zu Beginn der lokalen Iteration

a,: - InitialgroBe analog €}

0'51121: - aktueller Spannungstensor, ermittelt aus den plastischen Dehnungen

der vorherigen lokalen Iteration

f (?1 : - aktueller Wert der FlieBfliche

n

o Ri’il: - aktuelle Residuen aus plastischen Variablen und FlieBflache
. Cflk) : - elastisches Modul

o DV .. plastisches Modul

: - Hess’sche Matrix

(k)

e Ay, /,: - Konsistenzparameter, zu Beginn der Iteration numerisch Null
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o A’ }/,(ll_?l : - Inkrement des Konsistenzparameters
(k) .

o Agl 41 - Inkrement der plastischen Dehnung

° Aafﬁﬁ - Inkrement der internen Variable

e £,.1: - (Gesamt-)Dehnungen aus einem elastischen und einem plastischen
Anteil der aktuellen globalen Iteration als konstante EingangsgrofBen jeder
lokalen Iteration

(k+1) . . .
. ef,’ ; : - aktualisierte plastische DehnungsgroB3en am Ende jedes k-ten loka-

len Iterationsschrittes

(k+1),

e o, ' -analog fir die internen Variablen

Um diese Parameter des allgemeinen CPP Algorithmus entsprechend dem Mate-
rialmodell anzupassen bzw. den Algorithmus mit den Kennwerten nach Kapitel 4
modifizieren zu konnen, werden vorerst die entsprechenden Differenziale fiir die
FlieBflache des aufgezeigten Algorithmus nach Differenzialen des plastischen Po-
tenzials klassifiziert. Dazu wird die Linearisierung mit den Parametern des Mate-
rialmodells im Hinblick auf eine nicht-assoziierte FlieBregel durchgefiihrt. Hierauf
soll im nichsten Abschnitt weiter Bezug genommen werden.

Weiterhin wird der allgemeine Algorithmus folgendermaf3en modifiziert:

e der Verschiebungstensor #* der kinematischen Formulierung ersetzt den Ver-
zerrungstensor €

e die interne Variable bleibt unberticksichtigt (&t = 0)

Daraus folgt:

q=0, D=0 und 3{;:0

Die Fliefifliche und das plastische Potenzial sowie deren Ableitungen werden durch
die entsprechende modifizierte Form und deren Ableitungen ersetzt.



KAPITEL 5. ALGORITHMUS 64

5.3 Linearisierung

Die Identifikation des Differenzials der FlieBfliche als Kriterium der FlieBrichtung
lasst sich anhand der Linearisierung der Formulierungen fiir das plastische Resi-
duum und der FlieBbedingung auf lokaler Ebene darlegen. Als Ansatz dient die
globale Formulierung:

un-H _u +Aun+1 (51)

mit Au;’ ; als Inkremente des plastischen WeggroBentensors.

Dieser kann in Abhdngigkeit von dem plastischen Potenzial und dem plastischen
Multiplikator folgendermafBen fixiert werden:

(5.2)

Je globalem Iterationsschritt ergibt sich aus den bleibenden Verschiebungen ein
globales Residuum:

R o= —uffy ] + Ay (5.3)
Opntl
Fiir die FlieBflache gilt:
Fyr1 = =F(0u11) (5.4)
mit
Gt =K°: [usr — )] (5.5)

Da wiéhrend der lokalen Prozedur die GroBle der Gesamtverschiebungen (u,)
konstant bleibt, gilt:

ulll = —K° " :Ac), (5.6)

Dadurch lassen sich die Gleichungen (5.3)) und (5.4)) im lokalen Stadium wie folgt
linearisieren:

(k)

=0 ]! 8Qn
RY + [.:,(1/21} :Ac) | a2yl L o =0 (5.7)
(h
F
CENLAT SIS
+ Ao, =0 5.8
n+1 80—n+1 n+1 ( )

mit der exakten Hess’schen Matrix

(k) ._
n+1 "

[1]

1
) 92
K +AyGQ”+1] (5.9)
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Das Ersetzen von AGfﬁl aus GI. |i in Gleichung 1} liefert:

(k) (k)
pO 4 OBt g | a0 o0 9 | g
n+1 ao-n_H T =i+l n+1 n+1 ao.n_H
Die Losung des linearisierten Problems nach A? }/,(112 | ergibt:

(h
® _ 9Fi1 o p

Azy(k) o n+1_8o.n+1 ""n+1: n+1
n+1 7 k k
8Fn(+)1 .=k .aQ;(qul
90 141 ntl d6 11

65

(5.10)

(5.11)

Diese Formulierung fiir das Inkrement des plastischen Multiplikators geméf Gl.
mit dem identifizierten Differenzial der FlieBflache im Kontext einer nicht-
assoziierten FlieBregel ist signifikant fiir das zu implementierende Materialmodell
und ersetzt dementsprechend die Formulierung im Punkt 4 des dargelegten Algo-
rithmus. Die in Kapitel 4 dargelegte Notwendigkeit der Modifikation der Flie(3-
fliche wird ebenso fiir die implementationsfahige Iterationsprozedur beriicksich-
tigt. Dafiir folgen im nichsten Abschnitt die konkreten Ableitungen der originalen

und modifizierten Flief3flache.
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5.4 Ableitungen der FlieBfliche

5.4.1 Ableitungen der originalen FlieBfliche

Die Formulierung fiir die hyperbolische Flieifliche entsprechend Kapitel 4, Ab-
schnitt 4.4.2, sei nochmals durch folgende Gleichung dargelegt:

F=07—(c—oytang)? + (c— ytang)? (5.12)

or = /07 +0p, (3-D)

Der Algorithmus (Abschnitt 5.2) erfordert die Differenziale 1. und 2. Ordnung der
FlieBfliche bzw. des plastischen Potenzials. Es gilt daher im Fall einer assoziierten
FlieBregel fiir die Ableitungen:

mit

o fiir die 1. Ableitung

0 JF
Jon ~ don 2tan¢(c — oy tang) (5.13)
0 JF
o fiir die 2. Ableitung
2 2
0 _ OF _ —2tan’ ¢ (5.15)

(aGN)Z (aGN)Z

220 J°F
@6, ~ (367)° =2 (5.16)

Im Giiltigkeitsbereich der nicht-assoziierten FlieBregel ergibt sich:

o fiir die 1. Ableitung
wenn oy > 0:

90 _ JF
aGN_aGN

I = 2tan¢(c — oytan ) £ (5.17)

wenn oy < 0 und |oy| < o%:

aQ _8i cil]dciil: 2tan¢(c—GNtan¢)ffﬂfgil (5.18)

H_acN
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wenn oy < 0 und |oy| > o4/
;O-QN:;;\, il pdil _ () (5.19)
mit 4 = 0.
e fiir die 2. Ableitung
wenn oy > 0: , ,
(8805)2 = (aa(;)z = —2tan*¢ £ (5.20)

wenn oy < 0 und |oy| < o

20 P [Fp ]
(doy)?  (dow)?

=2tan ¢ £ (52D
- |(c—ontan) 85;: — tan¢ [
wenn oy < 0 und |oy| > o9!:
(aa;%z —0 (5.22)

In tangentialer Richtung entsprechen die Ableitungen Q/d6 7 und 92Q/ (d67)*
denen im Fall einer assoziierten FlieBregel.

Im Fall 2 (GIl. 5.21), d.h. die Druckspannung erreicht ein Niveau unterhalb der
Dilatanzspannung, muss die Abhingigkeit des Dilatanzbeiwertes f2" von der Nor-
malspannung berticksichtigt werden. Fiir das Differenzial ergibt sich demnach:

218 99(8)

5.23
aGN 80N ( )
mit dem bekannten Term fiir &:
g1 lov (5.24)

Gdil
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Das Differenzial der Skalierungsfunktion wird beschrieben durch:

d9(£) JS

— 5.25
doy [14—(6*“@”—1)5]23(% (525)
mit 2 |
H = Gdil (526)

Die Substitution von d /% /oy in Gleichung lb fiihrt zu folgendem Term des
2. Differenzials des plastischen Potenzials:

92 , c—oytang)e %" ‘
Q2 = 2tan ¢ £ ( vtang) 5 — tang /97| (5.27)
(aGN) dil |: ol _qdil |6N| |GN|
odil =0 — g~ 0" — .
odil odil

Die erforderlichen Korrekturfaktoren der Dilatanz im Fall der nicht-assoziierten
FlieBregel werden im folgenden in der ausformulierten Form zusammenfassend
présentiert:

o flil—1 (on >0)

—o < oy < O)

—_—
+
/N
m|
S
&
—_
N—
Y
—_
| .
12
N—
/N

o fiil—0 (oy <0 und |oy| > o)
dil —odit
. afe _ e %

2
aGN odil efocg” . eiagﬂ |GN’ |GN|
Gdzl Gdzl

(—Gd” <oy < 0>
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5.4.2 Ableitungen der modifizierten FlieBfliche
Ableitungen nach den Spannungen

Auf Basis der modifizierten FlieSfliche werden alle notwendigen Ableitungen und
damit direkt die Ableitungen fiir das plastische Potenzial entsprechend der Asso-
ziierung zur FlieBflache generiert. Fiir Fq,0q ergibt sich gemal Kapitel 4, Abschnitt
4.6.1:

Finod = \/G%—F(c—xtan(p)z—(c—GNtanq)) (5.28)
Nach dieser Gleichung gilt im assoziierten Fall der FlieBregel:
aQ oF, mod
g =t 5.29
0 ON 0 ON an ¢ ( )
d K _
Q _ %md _ o (5.30)

doy,  doy \/G%,—{-(c—)(tanq))z

Je nach Spannungszustand parallel zur Léngsachse (oy) ergeben sich verschie-
dene Formulierungen fiir das Differenzial der FlieBfliche aufgrund einer nicht-
assoziierten Fliefregel:

e oy > 0 (Zug):

87Q _ aFmod];dil _ tan(Pffﬂ (5.31)

aGN N aGN

e oy < 0und |oy| < 9 (Druck):

87Q — aF'mod fziilfgil — tan(})ff,lilfgﬂ (532)

aO'N (9GN

e oy < 0und |oy| > 6! (Druck):

aQ _ aFmod o
o = dor =0 (5.33)

Fiir die tangentiale Komponente der FlieBrichtung gilt generell der Ausdruck ent-

sprechend Gl. (5.30)).
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Da bei der inkrementellen Ermittlung der plastischen Weggrolen zudem die 2
Ableitungen der FlieBfliche bendtigt werden, ist hier ebenso eine Zuordnung der
entsprechenden Differenziale geméfl Spannungszustand entlang der Léngsachse
notig:

e oy > 0 (Zug):
0°0
(doy)?

e oy < 0und |oy| < 6 (Druck):

(92 dll
: aGQ an 1908 (5.35)

=0 (5.34)

e oy < 0und |oy| > o (Druck):

2’0
(doy)?

=0 (5.36)

In tangentialer Richtung ergibt sich fiir das 2. Differenzial:

520 ! i
(dor)? \/GT (c—xtang)? <\/0'T — xtan¢)> )3

Die Korrekturfaktoren der Dilatanz /% und f2 bleiben durch die Modifikation
der FlieBbedingung unberiihrt und sind nachfolgend nochmals aufgefiihrt.

e (1- £
il co
off’ =1- c
1 1) [1-=
e -n(1-2)
] gﬂ:l (GN>0)
i O,
)
il o
o flil —

N il ’GN|
1+ (o8 1) (1_adﬂ>

o fil=0 (oy <0 und |oy| > o)

(5.37)

/N

—0? < oy < O)

dil

o rdil e %
L on8

2
doy odil |:e(xgi1 _ o |6N’ |6N|:|

(—cd” <oy < 0>

Gdil Gdil
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Ableitungen nach den Festigkeiten )y und ¢

Weiterhin ist der Entfestigungsparameter H von der FlieBflaiche bzw. von deren
Differenziale nach den Festigkeiten abhingig:

jr_ _OF 3p oW o0 539

mit

als Vektor der Festigkeiten.

Eine Anpassung der Ableitungen dF /dp ist daher ebenso erforderlich. Es ergibt
sich fir dF /dy und dF /dc:

OFnod X tan® ¢ — ctan ¢

= (5.39)
Ix \/G%—F(c—xtanqb)z
bzw.
OFmnod c— xtan@
= 1 (5.40)

- \/G%Jr(c—xtanq))Z

Nach Ermittlung der Ableitungen fiir die modifizierte FlieBfliche und der sich dar-
aus ergebenen Ableitungen fiir das plastischen Potenzial sowie der Anpassung des
Tangentenmoduls durch die modifizierte Form des Entfestigungsparameters wird
die allgemein giiltige Iterationsprozedur nach Abschnitt 5.2 auf weitere notwen-
dige Schritte der Konfiguration iiberpriift. Soweit es erforderlich ist, werden diese
Modifikationen vorgenommen, bevor der Algorithmus der lokalen Iteration seine
implementationsfahige Form erhélt (Abschnitt 5.7).



KAPITEL 5. ALGORITHMUS 72

5.5 Inkrementelle Forméinderungsarbeit AW

Die Darlegungen beziiglich der differenziellen Forméanderungsarbeit dW <" in Ka-
pitel 4 miissen in Hinsicht auf den implementationsfahigen Algorithmus ange-
passt werden. Die richtungskorrespondierenden Arbeitsanteile ergeben sich aus
den Normal- und Schubpannungen und den zugehoérigen Risszuwéchsen, wobei die
Formulierung fiir AW" je nach Druck- oder Zugbelastung variiert. Der Ausdruck
fiir das Skalar AW lasst sich fiir die lokale Iteration (Closest Point Projection)
innerhalb des globalen Berechnungsschritts #n 4 1 algorithmisch formulieren:

e infolge von Zug (oy > 0)

AW = oy Ay + orAug (5.41)

e infolge von Druck (oy < 0)

A = o rAug (1 -

n

ovtang D v (5.42)

or

n+1

Die Risszuwichse bzw. Differenzen Au,‘;fﬁkl) ergeben sich aus den vorherigen glo-
balen Rissverschiebungen (Risséffnung und -gleitungen) u;,” und den aktuellen,

lokal-iterativ ermittelten Rissverschiebungen uﬁfﬁkf . Daraus folgt:

ert®

M) = ]+l (5.43)
Das aktuelle Spannungsstadium ist bereits bekannt:

k (k)

ol =K (w1 —ugl)) (5.4)
Damit ist auch die gesamte aktuelle Formanderungsarbeit zur Skalierung der Fe-
stigkeiten (c, x) bekannt:

cr®) crh)

we = wer + Awe (5.45)

n
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5.6 Festlegung der Abbruchbedingungen und der Genau-
igkeiten

Als lokales Abbruchkriterium der Iteration gelten laut Abschnitt 5.2 zwei konjunk-
tiv verkniipfte Bedingungen:

1. F®

W < roL,

2. RS\ < TOL,

Durch die notwendige Normierung der Parameter ' und R aufgrund des sehr groflen
Dimensionsunterschieds (> 10'%) ldsst sich mit Hilfe der euklidischen Norm eine
vereinheitlichte Abbruchbedingung generieren:

F \* (IR )2
— ] +|=— ] <TOL 5.46
\/(F norm> (Rnorm ( )

Fhorm Wird aus der modifizierten FlieBflichenfunktion als statische Variable mit den
Initialwerten fiir ¥ und ¢ gewéhlt:

Fhorm = A /c(z) + xg tan2 ¢ (5.47)

Fiir das normierte Residuum ldsst sich eine direkte Abhéngigkeit von der plasti-
schen WeggroBe feststellen. Fiir die Normierung muss deshalb analog gelten:

_ cr
Rnorm - f(unorm) (548)
5
4 %o: €0
=
©
g 3
=
&
=]
=
g 2
(=9}
]
G
1
0
0 2 4 6 8 10

. . cr cr
Rissverschiebungen u™ , u™

Abbildung 5.2: Spannungszustand und Bruchenergie in Abhédngigkeit der Riss-
groBe (ndherungsweise).
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Abbildung [5.2] veranschaulicht vereinfacht den Zusammenhang zwischen der pla-
stischen WeggroBle und der dabei umgesetzten Energie. Unter der Annahme ei-
ner linearen Entfestigung kann die jeweilig umgesetzte Forménderungsarbeit in
Abhingigkeit der Rissoffnung oder Rissgleitungen approximiert werden. Danach
ist ersichtlich, dass die Gesamtfliche dem Grenzenergiezustand G je fiir den Mo-
de I und Mode Ila entspricht. Die maf3gebende RissgroBe ug, ., 1dsst sich wie folgt
als statische Variable ermitteln:

Ccr
F(u€" ) = min { N norm (5.49)
T ,norm
mit
cr 2G§
UN norm — % (5.50)
2G11a
UT norm = C({ (5.51)

Fiir das Skalar als euklidische Norm des Vektors der Residuen R ergibt sich:

_ Ry _ 2 2
HMI—H(RT )H—\/RNJFRT (5.52)

Mit diesen Modifikationen und Konfigurationen der allgemeinen Closest Point Pro-
jection Iteration lasst sich die Endfassung des Algorithmus aufstellen. Eine Zusam-
menfassung dessen fiir den dreidimensionalen Spannungszustand ist Anliegen des
folgenden kapitelabschlieBenden Abschnitts.
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5.7 Zusammenfassung
Alle zur Implementation erforderlichen Formulierungen fiir den Algorithmus und

der Closest Point Projection Algorithmus selbst werden in nachfolgenden Uber-
sichten zusammenfassend prasentiert.

Die Ubersichten staffeln sich wie folgt:

Closest Point Projection Algorithmus

e konkrete Formulierung fiir die skalaren Groflen,
der Verschiebungsvektoren und der Materialmatrix

e Ableitungen der modifizierten Fliefliiche und des plastischen
Potenzials entsprechend einer nicht-assoziierten FlieBregel

e Korrekturfaktoren der Dilatanz £ und f%!

e Implementation des Tangentenmoduls K’ als Erweiterung
des Algorithmus

o erforderliche Ableitungen fiir den Entfestigungsparameter H
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5.7.1 Closest Point Projection Algorithmus (3-D)

1. Initialisierung: u;:(_ol) =u Wn‘jrl =W Al( )1 =0

2. Spannungszustand, Materialparameter und FlieBbedingung:

(k) 0. 7K
Gt =K (Up1 —uy))

cr cr cr
VVn—H I/Vn + AI/Vn—i-l

k cr®) k cr
1,5431 :f(XOanH ) 01(1421 :f(COaWn-H )

(() (k) (k))

(k)
F=F n+l7xn+17 n+1

n+1

IF ﬁ < TOL AND k < 1 THEN: GOTO 6.

k)
sz-s-l =u, — n+1 + A)Ln-s-laGQn-H

2 2
IF \/(F) +(#2L)" < TOL THEN: GOTO 6.

3. Inkrement des plastischen Multiplikators:

F® k) . 4k) . plk)
A2)L _ n+1 ao'F An+1 'Rn+1

+1 k
! a<an+1 5A;(1+1 :&O'Qi(1+)l

017! ~1 k k
[A,(H)l} =K° +A)Lr5+)1 9§Q£,J21

4. Inkremente der Rissverschiebungen
; 1
ruerl) =K AN R+ 422N, 0501 )

5. Aktualisierung der Iterationsvariablen:
erlit)) ucr®
nt1 U, + Aun+1

k+1
MY = A+ a0l

SET k= k+1 GOTO 2.

6. Ende der Iteration:

pa)) (k+1)
Ccr cr cr
u, = Wii= Wn+1
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5.7.2 Skalare Grofien, Vektoren und Materialmatrix

Upt1 = [MN,nH

T
Ur n+1 uTQ,n+1]

T
cr® cr®) crk) cr(®)
un+1 - uN,n+1 Z’lTl,thI uTz,nJrl
c® _[sh kg T
n+1 — N,n+1 Ti,n+1 T ,n+1
kv 0 0
KO=|0 4k 0 = konst.
0 0 &y

n+1

(k)
AWcr(k) _ [GNAM%}
n+

(k)

cr

A n+l1 — (1_
(k) (k)
cr® o cr

AunJrl — %1

(k)
+ [GEALICT'} (GN > 0)
1 "In+1
oytan¢ (k)
D [ch.Auch} (oy < 0)
or n+l
. k) crh) (k) (k) T
wy Auly = [Aug, o Ay AU

oW (@,&) =

—aelk
€ aén(+)1

(k) (k)

%n-l,—] = XO : (pn-l,-](a)f?é)

(k) (k)

Cn—H =Co- (Pn-‘rl(acﬂg)

14 (e@—1)EM

n+1
mit &, = 1-we) /G

mit &, = 1-wa /Gl

0 12 k k k
F(o,x,¢)= \/{G;,,iﬂ} +(C,(1421 *ng+)1tan¢)2*(cfz+)1*61v,n+1

or =/0} + 07,

(k)

tang)

77
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5.7.3 Ableitungen der Flielfliche und des plastischen Potenzials

p) (k)

86]\;

k
JF, n(+)1 _ or;

dor, \/G%_Jr(c—xtangb)z

aQU% i1
—_=nv _ L >
Jon tan ¢ f¢ (on >0)

"L —tang 7 (41 (oy <0 und |oy| < o)

a0,
80N

=0 (oy<0 und |oy|> o)

k
anw)l _ or;
dor, \/c%iJr(c—xtan(P)z

?;g}’(gzl =0 (onv=>0)
?;ggi)z; Ztan¢ffi135 (ox <0 und [oy] < o™)
7ol !

(dor)* \/o-%+(c—xtan¢)2 - <\/G%_+(c—xtan¢)2>3
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5.7.4 Dilatanzfaktoren /¢ und f2"

—adit (4 o
[ ,-/] w _ ¢ (1 6“’”)
6 -
n+1 il |GN‘
1+ (o8 1) <l_cdﬂ>

(o <0 und |oy| <O

dil )

W —0 (o <0 und |oy] > o)

[afgﬂ](“ )
Jo N

2
1 odil efaall _ efacll | Afl| | Ajl|

(on <0 und |oy| < o)
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5.7.5 Tangentenmodul K’

6.1 Aktualisierung des Tangentenmoduls am Ende der
Iteration:

IF k£ < 1 THEN: GOTO 6.2.

IF &£ > 0 THEN: GOTO 6.3.

6.2 Tangentenmodul im elastischem Bereich:

kv 0 0
K. =K'= 0 k 0
0 0 kr

GOTO 6.5.

6.3 Entfestigungsparameter H

cr®
aEz(i)l 9%,(,121 I aQr(Ql
ax ower 8u§\7 Jdoy
Hupr = (k) (k)
k cr
8Fn(i)l 801(1-21 8VVnJrl aQnJrl
dc ower d u% Jdo T

6.4 Tangentenmodul im plastischen Bereich:

(k) (k)
0 QL% K°

n+1
t _p0 do___do
Ki =K YRy
H+ n+1 KO n+1
Jo Jo

6.5 Ende der Aktualisierung

80
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5.7.6 Ableitungen fiir den Entfestigungsparameter //

Ableitungen der FlieBfliche:

8Fn(i)l _ xtan’¢ —ctan¢
ox \/G%Jr(c—xtanq))z

8Fn(i)1 - c— xtan¢@

= —1
de \/G%Jr(c—xtan(p)z

axf(l]-?l _ e X
wer — X0

Gy Gy

e % —e~

1

ac(k) —o,

n+1

a Wwer

e

o —co 5

Wer | Wer
[l [
Gf” Gf“

e*(Xc _ e*(xc

11

Ableitung der Formulierungen fiir die (skalierten) Festigkeiten:

Ableitungen der Forméinderungsarbeit:

(k)
ower
+1
a;% = ON (GN > 0)

owerty

cr i
é?uTl_

ower!
81’;;1 =0 (oy < 0)
N

0
o1
Qu%

oytan¢
ot

i

> (oy <0)
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Kapitel 6

Verifikation

6.1 Allgemeines

Die Verifikation gestaltet sich in Form von drei grundlegenden Tests entsprechend
den simulierbaren Belastungszustinden des Materialmodells und wird FE-basiert
innerhalb einer globalen Newton-Raphson-Iteration in SLang durchgefiihrt:

1. Beanspruchung weggesteuert auf Zug
2. Beanspruchung weggesteuert auf Schub unter konstanter Druckbelastung

3. Beanspruchung weggesteuert auf Zug und Schub
In SLang wird das Kontakt-Materialgesetz an folgendes Element gekoppelt:
e 4-knotiges Kontakt-Element (CONTACT4N)

Ebenso ist es moglich den Zugversuch (1) und den Test mit Zug und Schub (3)
auf Integrationspunktebene bzw. anhand eines Materialpunktes zu realisieren. Die
Testkonfiguration zur weggesteuerten Simulation einer gekoppelten Beanspruchung
aus Druck und Schub infolge einer konstanten Knotendruckkraft 14sst sich nur an-
hand des Kontakt-Elements vornehmen und muss somit im Kontext der FEM voll-
zogen werden. Mit diesem Test kann zudem der numerische Nachweis des Dila-
tanzeinflusses in Form der Gegeniiberstellung der relativen Normalverschiebungen
mit den tangentialen Verschiebungen erbracht werden.

82



KAPITEL 6. VERIFIKATION 83

ur

un uy

2 4

Kontaktelement

Abbildung 6.1: Schematische Darstellung des Zugversuches (Test 1) und der ge-
koppelten Beanspruchung aus Zug und Schub (Test 3) mit einem Kontaktelement
(weggesteuert).

ur

= UN

Kontaktelement

Abbildung 6.2: Test 2: Weggesteuerte Beanspruchung auf Schub unter einer kon-
stanten Druckspannung F'.
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6.2 Test der Verifikationsmodelle

6.2.1 Test 1: Zugversuch in SLang

Im ersten Test wird das Verhalten unter reiner Zugbeanspruchung untersucht. Die
Resultate konnen mit den numerischen Ergebnissen nach [1I], welche den dabei
realitdtsnahen Entfestigungsvorgang einer sensitiven Betonstruktur abbilden, ve-
rifiziert werden. Ebenso kann der spannungsgesteuerte Entfestigungsvorgang im
Mode I durch analytische Ermittlung der korrespondierenden Verschiebungen als
Referenz gegeniibergestellt werden, was im weiteren Verlauf gezeigt wird. Fiir den
Zugversuch werden folgende Materialparameter angesetzt:

Nr. | Parameter | Wert | Dimension
1 Ky 1000 MPa/m
2 tan @ 0.8 -

3 X0 3.0 MPa
4.1 G 0.01 N/mm
4.2 G 0.02 | N/mm
43 G, 0.03 | N/mm
4.4 G 0.05 N/mm
4.5 G} 0.10 | N/mm

Tabelle 6.1: Materialparameter fiir den Zugversuch.

Alle tibrigen Parameter sind irrelevant. Der modellspezifische Formbeiwert der
Zugfestigkeit wird mit ay = 0 im Hinblick auf eine exponentielle Entfestigung
bzw. lineare Skalierung der Zugfestigkeit unberiicksichtigt belassen. Der Test wird
sukzessiv fiir verschiedene Werte der Mode I Bruchenergie G? wiederholt. Da-
bei wird fiir die lokale Iteration eine sehr kleine Schrittweite Auy gewdhlt. Die
Forménderungsarbeit W wird entsprechend aktualisiert und bei der nachfolgen-
den Iteration beriicksichtigt.

Die Spannungs-/ Verschiebungsrelation lésst sich fiir reine Zugbeanspruchung
analytisch herleiten, was wiederum als Verifikation des Verlaufs des Entfestigungs-
vorgangs mit exponentialem Charakter von Nutzen ist. Die Herleitung sei in Fol-
gendem kurz dargelegt. Als Ausgangsgleichung dient die Formulierung fiir die
Rissoffnung orthogonal zur Rissfliche uf;. Es gilt:

. 90

Fir das Konsistenzkriterium AF" = 0 ergibt sich die Rate des plastischen Multipli-
kators A zu:

uy =

.1 JdF .
A= EEGN (6.2)
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mit

Xo OF 90 .
H=-"F—— 6.3
G§» aGN aGN N ( )

Eingesetzt in Gleichung (6.1)) liefert fiir
1 9F 90 . G} 6y

N=—5—=—"0n=—"— 6.4
"W T Haoydoy N x on 4

Die analytische Losung dieser Differenzialgleichung lédsst sich mit den Anfangs-
bedingungen oy = ¥ und u§; = 0 generieren. Als Losung ergibt sich fiir uf;:

G]

r f X0
U = —LIn| &= 6.5
N ( 6N> (6.5)

bzw. fiir oy

—ucr
O = Xoexp ( g,’“’) (6.6)

1

Fiir die Gesamtverschiebung uy ergibt sich im Bereich irreversibler Rissoffnungen
folgende analytische Formulierung:

!
ON Gf X0

uy = — +—-<—In%= 6.7

N Ky  x0 on 67)

mit dem Giltigkeitsbereich
uy > Xo / Ky

Entsprechend gilt im elastischen Bereich die elastische Spannungs-/ Verschiebungs-
beziehung. Das Invertieren der Gleichung (6.7)) nach oy ist analytisch nicht moglich.

Die SLang-generierten Ergebnisse, resultierend aus der weggesteuerten Itera-
tionsprozedur unter Verwendung des Kontakt-Materialgesetzes, sind mit den ana-
lytischen Losungen identisch. Nach dem Erreichen der Zugfestigkeit baut sich der
Spannungszustand kontinuierlich als Folge des Entfestigungsvorganges exponenti-
al ab. Bis dahin finden linear elastische und damit reversible Verformungsvorgiange
in Form elastischer Verschiebungen uj"\f statt.
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Der Graph der linear elastischen und nichtlinear elasto-plastischen Spannungs-
/Verschiebungsbeziehung ist in der folgenden Abbildung fiir die jeweilig angesetz-
te Grenzbruchenergie G{ (Mode I) dargestellt:

3.5 T

Referenz [2] «
SLang = | |

3

2.5 N\&\
NN

[ AN

L5 \\ Gl4=0.05 Nfmi

] / \ \ G'r=0.03 N/mm

. N T

G =0.01 N/mm \\\_._

0 0.005 0.01 0015 0.02 0.025
Gesamtverschiebungen uy

[N}

Normalspannungen Gy

Abbildung 6.3: Test 1: Normalspannungen oy in Abhéngigkeit der relativen Ver-
schiebungen uy.

Auf Basis dieses ersten erfolgreichen Tests lassen sich nun als Kriterium der Lei-
stungsfahigkeit des CPP Algorithmus die benotigte Anzahl an lokalen Iterationen
je globaler Verschiebungsgrofle ermitteln. Die folgende Abbildung veranschaulicht
die Iterationsmenge des simulierten Zugversuchs auf Materialpunktebene.

20
G''=0.01 N/mm
15 F g
=
o
=
Rt
g 1
2 G';=0.02 N/mm
~ 10} i
g 1
= G';=0.03 N/mm
=
= T
< G=0.1 N/mm
s
Gt =0.05 N/mm
0 Il Il Il Il Il Il

Il Il
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045
Gesamtverschiebungen uy

Abbildung 6.4: Iterationsanzahl fiir den Zugversuch.



KAPITEL 6. VERIFIKATION 87

6.2.2 Test 2: Schub unter konstanter Druckbelastung

Mit diesem Test ldsst sich das Materialverhalten in Form tangentialen Gleitens un-
ter dem Einfluss einer konstanten Druckbelastung simulieren. In SLang wird dieser
numerische Versuch anhand eines Kontakt-Elements durchgefiihrt. In Richtung der
auftretenden Rissoffnungen (x-Richtung) wird eine Knotendruckkraft aufgebracht.
Der Test wird fiir folgende Werte der Druckbelastung wiederholt: —0.1 MPa, —2
MPa, —6 MPa und —10 MPa. Die Konfiguration der Materialparameter kann den
nachfolgenden Tabellen entnommen werden.

Nr. | Parameter | Wert | Dimension

1 Ky 25000 MPa/m

2 Kr 25000 MPa/m

3 tan @ 0.8785 -

4 X0 3.0 MPa

5 co 4.5 MPa

6 ij 0.03 N/mm

7 Gl 0.06 N/mm

8 odil 30.0 MPa

Tabelle 6.2: Materialparameter fiir das zweite Testmodell.

Nr. | Parameter | Wert | Dimension
1 oy 0.0 -
2 O 0.0 -
3 ol 2.0 -
4 odit 0.0 -

Tabelle 6.3: Formbeiwerte fiir das zweite Testmodell.

Das elastische Spannungsmaximum wird in tangentialer Richtung sehr schnell er-
reicht und es setzt die Entfestigung mit abklingenden Spannungen ein. Ab einer be-
stimmten Schrittweite konvergiert der Verlauf. Hier resultiert die Schubspannung
nur noch aus dem Anteil gemél Coulomb’scher Reibung aus Reibungsbeiwert und
Druckkraft:

or =tan¢oy (6.8)

Das Modell verdeutlicht ebenso den Einfluss der Dilatanz (Abb. [6.6): Je kleiner
die Druckspannung ist, desto grofer fillt die Dilatanz aus, was die Gegentiberstel-
lung der normalen und tangentialen Gesamtverschiebungen zeigen soll. Ab einer
Druckkraft von 6 MPa fallt die Volumenzunahme infolge von Riss6ffnungen (or-
thogonal zur Rissfliche) minimal aus. Die Resultate dieses zweiten Versuchs sind
in den folgenden Abbildungen dargestellt und entsprechen denen der dargelegten
Ergebnisse nach Referenz [6]).
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1.4e+07
SLang —
Referenz [2]
1.2e+07 1

= \
© le+07

oy =-10 MP
= \ \_ N 4
Q
20 8e+06
=)
=}
g \\

=--6-MP:

= 6e+06 \ L N
o
=
=
A 4e+06 \

Gy =-2MPa

2406 N
Gy =-0.1 MP:
0
0 le-05 2e-05 3e-05 4e-05 5e-05 6e-05 Te-05 8e-05

Gesamtverschiebungen ur

Abbildung 6.5: Entfestigungsverhalten in tangentialer Richtung unter konstanter
Druckbeanspruchung.

6e-05 SLang =—

Referenz [2] o /

S5e-05 e

4e-05 //
3e-05 /
2e-05

/ oy =-2MPa
le-05

Oy = -0.1 MPa

Gesamtverschiebungen uy

oy =-6 MPa
—
0
Oy = -10 MPa
0 le-05 2e-05 3e-05 4e-05 Se-05 6e-05 7e-05 8e-05

Gesamtverschiebungen uy

Abbildung 6.6: Schub unter konstanter Druckbeanspruchung: Einfluss der Dilatanz
entsprechend verschiedener Werte fiir die Normalspannung oy .
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6.2.3 Test 3: Zug und Schub mit Dilatanz:
Hassanzadeh’s Test (1990) als experimentelle
Verifikationsgrundlage

In einem experimentellen Versuch zur Gewinnung von Erkenntnissen der Rissent-
wicklung einer gekoppelten Beanspruchung aus Zug und Schub wurden durch Has-
sandazeh signifikante Ergebnisse zur Verfiigung gestellt. Mit dieser Studie {iber das
reale Verformungsverhalten unter Beriicksichtigung der Volumenzunahme durch
die Gefligelockerung (Dilatanzeffekt) lassen sich entwickelte Modelle bewerten
und verifizieren. Nachfolgend sollen die numerisch ermittelten Testergebnisse mit
denen des Hassanzadeh-Projekts verglichen werden, um die Qualitdt der Testre-
sultate des Materialmodells beurteilen zu kdnnen. Prinzipiell kann hiermit eine
weggroBengesteuerte Abbildung des Spannungzustandes generiert werden. Dies
wiederum stellt das Verformungsverhalten einer aus Zug- und Schub gekoppelt
beanspruchten Struktur dar. Abbildung[6.7]zeigt die Versuchsanordnung zur Veran-
schaulichung des Experiments. Weitere Informationen konnen der Referenz nach
[9] entnommen werden.

I = Bax Beams [hght «B0 mr. withs L0 mm, thickness s Jmml
2 = Steel sheet [hight = 260 mm_ width = 100 mm, Beckness « Imm)
3= Crank

L = Flexibie axle

S - Gear box

€= put

7= Sleel bor willy Siroin gOuges

B - Connection posnl o heshing mochine

9= Roller gupport

0= Ship suppart

11= Sleel plates

12= Losehe [t s removed during Ihe tect)

13 = Specimen

Abbildung 6.7: Versuchsautbau nach Hassanzadeh.
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Als Basis dient ein prismatischer Betonkorper, welcher in quadratische Abschnitte
von 7 x 7 cm unterteilt ist. Zusatzlich befindet sich in jedem Abschnitt eine Kerbe
von 1,50 cm Tiefe. Zuerst wird der Betonkdrper bis zum Erreichen der Zugfestig-
keit belastet. Beginnen sich dann die Risse innerhalb der Teilabschnitte auszubrei-
ten, wird die weggesteuerte Beanspruchung jeweils in normaler und tangentialer
Richtung durch einen festen Parameter in Abhéngigkeit gestellt. Fiir das fixierte
WeggroBlenverhéltnis der Verschiebungen uy und uy gilt:
Uy

tan@ = — (6.9)
ur

Die Tests werden jeweils fiir 0 = 30°,60°,75° und 90° durchgefiihrt. Fiir die Mate-
rialparameter und die Formbeiwerte werden die Werte entsprechend der folgenden
Tabellen gesetzt:

Nr. | Parameter | Wert | Dimension

1 Ky 200 MPa/m

2 Kr 200 MPa/m

3 tan @ 0.9 -

4 X0 2.8 MPa

5 Co 7.0 MPa

6 G 0.1 N/mm
7 G 1.0 N/mm
8 odil 56.0 MPa

Tabelle 6.4: Materialparameter.

Nr. | Parameter | Wert | Dimension
1 0y 0.0 -
2 a, 1.5 -
3 ol 2.7 -
4 odit 3.0 -

Tabelle 6.5: Formbeiwerte.

Als Referenz der daraus hervorgegangenen experimentellen Resultate dienen die
abgebildeten Spannungs-/ Verschiebungsverldufe. Die Kurven geben den Entfesti-
gungsvorgang in normaler (uy, Oy) und tangentialer Richtung (uy, or) wieder und
verdeutlichen die Kopplung der Bruchzustinde Mode I und Mode Ila. Abbildung
[6.8]stellt die Normalspannungen oy in Abhingigkeit der relativen Verschiebungen
uy dar. Entsprechend folgen die tangentialen Spannungsverldufe in Abbildung
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Spannungs-/ Verschiebungsverldufe in normaler Richtung entsprechend Modell
und Referenz:

3 T

Hassanzadeh - -
SLang =—

I\
\\\ reine Zugbeanspruchung 0=75

' g=60° " T ~ /
-1 \ z
\ - N/
= - 0=30

Normalspannungen Gy
(=}
g
&I
1

0.1 02 03 04 05 0.6
Gesamtverschiebungen uy

Abbildung 6.8: Normalspannungen oy in Abhéngigkeit von den relativen Ver-
schiebungen uy.

Spannungs-/ Verschiebungsverldufe in tangentialer Richtung entsprechend Modell
und Referenz:

6 T
Hassanzadeh - -
SLang ==
5 ’l -
B
=
© ./\
4
= i
% N \
g AN
N
E 3 N -
o 4 ~
ER) ! ~
= ~
z W -
SN L 0=30°
1 IA h N
i N <
v 6=75° ~ S~
\ 0=60° ———
~
0 =
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Gesamtverschiebungen up

Abbildung 6.9: Schubspannungen 67 in Abhingigkeit von den relativen Verschie-
bungen uy.
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Anwendungsbeispiele

7.1 Allgemeines

Um das Kontakt-Materialgesetz hinsichtlich der praktischen Anwendbarkeit eben-
so zu verifizieren, werden numerische Simulationen fiir die Risspfad-Entwicklung
anhand von zwei unterschiedlichen Tragstrukturen in SLang durchgefiihrt. Fiir die-
se Modelle sind entsprechende experimentelle Daten des realen Verformungsver-
haltens und der damit verbundenen Rissentwicklung vorhanden, was somit den
direkten Vergleich mit den Testresultaten und die Uberpriifung der Richtigkeit des
implementierten Materialgesetzes ermdglicht.

Weiterhin kann die Qualitidt der Konvergenz bei der nichtlinearen globalen FE-
Berechnung der o.g. diskretisierten Strukturen in Bezug auf die netzfreie Model-
lierung des Risspfades und den damit verbundenen sukzessiven Einbau der auf
dem Materialgesetz beruhenden Kontakt-Elemente iiberpriift werden. Die dafiir
notwendige FE-Berechnung wird mit folgenden numerischen Beispielen durch-
gefiihrt:

e L-formige Betonscheibe der Referenz [10]

e Betonbalken der Referenz [11]
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7.2 Betonscheibe

93

Das statische System und die zugehorige Belastung sind nachfolgend schematisch
dargestellt. In Abbildung sind die Finiten Elemente des numerischen SLang-

Modells dargestellt (siehe [[12]).

500

250

500

T 100

[mm]

F
>
E — Modul
Querdehnzahl
Zug festigkeit
Bruchenergie

2.6-101°
0.18

2.7-10°

65— 90

N/m?

N/_m2
N/m

Abbildung 7.1: L-férmige Betonscheibe mit aulermittigem Lastangriff und Mate-

rialparameter.

Abbildung 7.2: Anfangsdiskretisierung der Betonstruktur in SLang.

Fiir die FE-Berechnung werden die Materialparameter der nachfolgenden Tabelle
angesetzt. Alle Formbeiwerte werden auf numerisch Null belassen.
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Nr. | Parameter Wert Dimension

1 Ky 1.0- 107 N/m
2 Kr 1.0-10'2 N/m
3 tan @ 0.8 -

4 X0 2.7-10° N/m?
5 co 4.5-10° N/m?
6 G 90 N/m
7 G”fa 100 N/m
8 ol 30-10° N/m?

Tabelle 7.1: Materialparameter fiir das Kontakt-Materialgesetz.

Es folgt eine Darstellung des Spannungs- und Verformungszustands wahrend der
Rissentwicklung (7.3)) sowie die Gegeniiberstellung der Last-/ Verschiebungsverldu-

fe aus numerischen und experimentellen Daten (Abbildung|[7.4).

Abbildung 7.3: Netzfreie Rissentwicklung, Spannungszustand und Verformungs-

zustand der Betonstruktur.

fuoosion.
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8000 T
/\ kohaesive Schaedigung ——
7000 L numerische Referenz = -

6000 /f \\\1\\ experimentelle Ref. ==
5000

4000 // \§ \\
3000 // .
2000 / X }ﬁk\\

1000

Last [N]

0 0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.001
Verschiebung [m]

Abbildung 7.4: Last-/ Verschiebungsdiagramm der numerischen Simulation
(kohésive Schiadigung) und Vergleich mit Referenzen.

Entsprechend der Annahme stellt sich ein steilerer Verlauf in der zweiten Half-
te des Risspfades, generiert durch das Kontakt-Materialgesetz fiir kohésive Risse,
ein.

Abbildung 7.5: Betonscheibe nahe gerissenem Zustand.



KAPITEL 7. ANWENDUNGSBEISPIELE 96

Der Vergleich dieser numerischen Rissentwicklung mit experimentell ermittelten
Rissen zeigt die deutlich bessere Abbildung der realen Rissfortschrittsentwicklung
bei Beriicksichtigung kohidsiver Schiadigung. Die folgenden Abbildungen veran-
schaulichen dies.

(a) numerisch )

2

(b) experimentell

Abbildung 7.6: Gegeniiberstellung der Risspfade, generiert aus verschiedenen Ma-
terialgesetzen, (a) mit Beriicksichtigung (1) und ohne Beriicksichtigung (2) kohési-
ven Rissverhaltens und der Vergleich mit Versuchsergebnissen (b).
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7.3 Betonbalken

97

Das zweite Anwendungsbeispiel ist eine numerische Simulation der Rissentwick-
lung eines mittig belasteten Biegebalkens aus Beton. Die folgende Abbildung ent-
hélt die Geometrie- und Materialdaten des Versuchs.

F

'

[ 1

E-Modul £ 3.65-10" | N/m?
Querdehnzahl v 0.1 -
Zugfestigkeit f,; | 3.19-10° | N/m?
Bruchenergie G 100 N/m

Léange / 0.6 m
Hohe d 0.15 m
Initial-Rissldnge a 0.045 m

Abbildung 7.7: Schematische Darstellung des Balken mit zentrierter Belastung.

Die angesetzten Materialbeiwerte folgen in der Tabelle 7.2. Formbeiwerte bleiben
auch bei dieser Simulation unberiicksichtigt.

Nr. | Parameter Wert Dimension

1 Ky 1.0- 10" N/m

2 Kr 1.0- 101 N/m

3 tan @ 0.8 -

4 X0 3.19-10° N/m?

5 co 4.5-10° N/m?

6 G 100 N/m

7 Gl 150 N/m

8 ol 30-10° N/m?

Tabelle 7.2: Materialparameter fiir das Kontakt-Materialgesetz.

Die Diskretisierung in SLang zeigt den bereits vorhandenen Durchbruch (Carpin-
teri) im Zugbereich als Initial-Risspfad im Anfangszustand. Am oberen Ende der
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Kerbe wird der Riss einsetzen. Ab dieser Zone besteht die Struktur nach beiden
Seiten aus 200 vierknotigen 2-D Elementen mit insgesamt 1707 Knoten.

Abbildung 7.8: Diskretisierung des Einfeldbalkens in SLang.

Es folgen die Berechnungsergebnisse fiir den Verlauf der Rissentwicklung. Ab-
bildung [7.9] stellt zunéchst die gesamte vernetzte Struktur im verformten Zustand
mit dem aktuellen Risspfad dar. Die detaillierte Bruchzone ist in Abbildung
dargestellt.

Abbildung 7.9: Vertikaler Rissverlauf im verformten Zustand oberhalb der Kerbe.
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In der Bruchzone und innerhalb der Riss6ffnung éndert sich die Diskretisierung mit
fortschreitendem Risswachstum. Die waagrechten Linien innerhalb der Rissoff-
nung signalisieren die eingebauten Kontaktelemente und die damit noch mogliche
Spannungsiibertragung {liber die beiden Rissufer.

Abbildung 7.10: Darstellung der Bruchzone im verformten Zustand mit den Kon-
taktelementen zwischen den Rissufern.

Abbildung[7.T1| zeigt den Spannungszustand im Rissbereich wéhrend der numeri-
schen Simulation und Generierung von ca. 40 % des zu erwartenden Rissverlaufs.

: s
| £

Abbildung 7.11: Spannungs- und Verformungszustand in der Bruchzone.
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Mit dem Verifikationsdiagramm werden die numerischen Daten mit numerischen
Referenzen gegeniibergestellt. Die durchgehende Kurve (exponentiell) beschreibt
den Verlauf der durch das neu-implementierte elasto-plastische Kontakt-Materialgesetz
beeinflussten FE-Berechnung (Abb. [7.12).

0.18 T
exp. Referenz
0.16 |- lin. Referenz =
exponentiell == L8 2 A a s
4
0.14 © &

0.12 oy R
N J 4 \ .

z .
-
& 008 / N
- // \

0.06 / \\

0.04 / \\

0.02

0
0 0.0002  0.0004 0.0006 0.0008 0001 00012 0.0014

Verschiebung [m]

Abbildung 7.12: Last-/ Verschiebungsdiagramm als Vergleich mit Referenzen.

Der Unterschied zwischen linearem (Referenz) und exponentiellem Entfestigungs-
vorgang wird anhand dieser Kurven deutlich. Die numerische Referenz mit ex-
ponentiellen Charakter stimmt mit den generierten Daten bzw. dem daraus resul-
tierenden Verlauf exakt iiberein. Dies scheint auch ein Indiz dafiir zu sein, dass
auf Basis dieses Anwendungsbeispiels der besondere Charakter des Modells bei
kohésiver Schidigung nicht zur Wirkung kommt.



Kapitel 8

Identifikation der
Materialparameter

8.1 Materialparameter der Festigkeiten

In diesem Kapitel soll ausfiihrlicher auf die Wahl der Formbeiwerte fiir ein ent-
sprechendes Modell eingegangen werden. Dies ist fiir die Anwendung des Materi-
algesetzes von grundlegender Bedeutung.

Um das durch das Kontakt-Materialgesetz simulierte Materialverhalten hin-
sichtlich einer Rissanalyse anpassen zu konnen, werden vier Formbeiwerte zum
manuellen Optimieren integriert. Wie schon erwéhnt, handelt es sich dabei um fol-
gende Parameter:

e Formbeiwert der Zugfestigkeit oy,

e Formbeiwert der Scherfestigkeit o,
e Formbeiwert der Dilatanzspannung ch”
e Formbeiwert fiir die aktuelle Schiadigung o

<" aufgrund von Schubbeanspru-
chung

Die Ermittlung der beiden Formbeiwerte o, und o stellt insofern kein Problem
aufgrund der trivialen Durchfiihrbarkeit entsprechender Versuche zur Gewinnung
experimenteller Daten, wie das beispielsweise bei einem Zugversuch der Fall ist.
Schwieriger gestaltet sich dies fiir die Formbeiwerte der Dilatanz.

Fiir den ersten Verifikationsversuch (Zugversuch) wurde der angenommene Form-
beiwert der Zugfestigkeit mit numerisch Null angesetzt. Der Zugversuch wird auf-
grund dessen nochmals bei einer Grenzbruchenergie im Mode I von G{ =0.1
N/mm durchgefiihrt. Die folgende Abbildung zeigt den Einfluss verschiedener In-
itialwerte fiir diesen Parameter.
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3.5

exp. Entfestigung =—
lin. Entfestigung ==

’ /ﬁ
ST e—
\(x =2
4
© 25 '\
E / \ \ o, =1
2 2 o=
<
& 15
% axz,
E ——
3 1 o= -2
z. / o ———
0.5
0
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

Gesamtverschiebungen uy

Abbildung 8.1: Numerischer Zugversuch unter Einfluss des Formbeiwertes o, .

Mittels eines Optimierers lassen sich die numerischen Daten bzw. Verldufe an die
aus den experimentellen Daten resultierenden Kurven approximieren, was somit
die Ermittlung der Formbeiwerte o, und o ermdoglicht. Fiir die Ermittlung der
Formbeiwerte der Dilatanz stellt sich die Frage einer Strategiefindung erneut (Ab-
schnitt 8.2).

Am Beispiel des Formbeiwertes der Zugfestigleit o, werden folgende Untersu-
chungen im Hinblick auf das Entfestigungsverhalten unter Zugbeanspruchung vor-
genommen. Bei einer linearen (o, = 0) Skalierung der Zugfestigkeit in Abhéngig-
keit der Formanderungsarbeit ergibt sich fiir die Zugfestigkeit in Abhingigkeit von
der Rissoffnung u§; folgende Formulierung:

7%()“6}’
xzxo-exp< G,N> 8.1
S
Fiir u§; gilt folglich:
Gh
=" % (82)

Die dabei umgesetzte Forménderungsarbeit W, wird durch das Flachenintegral der
Festigkeits-/ Rissoffnungsbeziehung entsprechend Abbildung [8:2] beschrieben. Es
ergibt sich fiir W

cr

uN Ccr
Wer = / xduy = —G-exp (‘@“N) (8.3)
5 I
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Abbildung veranschaulicht den Zusammenhang zwischen Entfestigungsvor-
gang und Forménderungsarbeit.

~X0 T X0

WCI’

Gy we usy

Abbildung 8.2: Entfestigung bei reiner Zugbeanspruchung in Abhéngigkeit von
der Forménderungsarbeit W (links) und von der Rissoffnung uf; (rechts).

Fiir den allgemeinen Fall (o, unbekannt) lassen sich experimentelle Daten er-
mitteln, welche als Optimierungsproblem aufbereitet eine approximierte Funktion
x = f(u§) mit entsprechenden Formbeiwerten ergeben sollten.

8.2 Materialparameter der Dilatanz

8.2.1 Numerische Simulation

Der Parameter der Dilatanzspannung 6/ kann mit dem numerischen Versuch ana-
log dem Hassanzadeh-Experiment (Zug und Schub gekoppelt) ermittelt werden.
Fiir eine erneute Berechnung mit modifizierten Parametern wird der Test 3 erneut
durchgefiihrt. Die Materialparameter werden bis auf die Formbeiwerte ¢; und die
Dilatanzspannung 6%/ iibernommen. Damit die Coulomb’sche Reibung aktiviert
wird, muss sich die Druckspannung einem Hdochstwert ndhern. Diesen Grenzzu-
stand kann man bei einer entkoppelten Betrachtung der Dilatanzbeiwerte fiir eine
erneute Testkonfiguration wie folgt beschreiben:

e Die kohisive Schiadigung aufgrund der Dilatanz sollte so gering wie moglich
gehalten werden.
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e Gleichzeitig sollte sich der Grenzzustand der Dilatanz (keine fortschreitende
Volumenzunahme) so schnell wie moglich einstellen.

Um diese Forderungen numerisch umsetzen zu konnen, ist es notwendig, den Ein-
fluss der Dilatanzbeiwerte 9 und f4" fiir diesen Sachverhalt beurteilen zu kénnen.
Die folgende Abbildung zeigt, dass diese Bedingungen néherungsweise erfiillt wer-
den konnen, wenn gilt:

e der Formbeiwert fiir die kohasive Schidigung ! ist positiv und wird relativ
hoch angesetzt (> 5)

e im Gegenzug gilt fiir den Formbeiwert a’ = - a¢", der damit sehr schnell
zu Null konvergiert
12
| U‘cd‘l =10
m

0.8

0.6 \ a =0 \
0.4

02 \ dil _ \

fcchl
/
-

=
o oM=-10 ——
0.2
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1-c/cyy

Abbildung 8.3: Dilatanzbeiwert f% unter Einfluss des Formbeiwertes a?".

Bei o = 10 scheint die Forderung nach geringer kohisiver Schidigung wihrend

des Entfestigungsvorganges hinreichend erfiillbar. Daher werden fiir den folgen-
den numerischen Test in SLang folgende Materialparameter bzw. Formbeiwerte
angesetzt:

° Otcdil =10
o ol = —gdil = —10

e . =0y =0
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Der Test wird jeweils fiir verschiedene Werte fiir eine angenommene Dilatanzspan-
nung o wiederholt:
e o'l =50 MPA
e ol =56 MPA
o ol =1-10%x0
o ot =2-10% o

Wie erwartet skaliert die Normalspannung gegen die Dilatanzspannung. Ebenso
stellt sich anndhernd diese Spannung als Maximum ein, wenn die Initial-Dilatanz-
spannung 65”1 ein Vielfaches der Zugfestigkeit betrdgt. Als Resultat des FE-Tests
anhand eines Elements ldsst sich fiir die Dilatanzspannung festhalten:

o/ = max |oy| wenn oy <0 (8.4)
Die folgende Abbildung stellt die Verldufe und deren Anndherung an die Dilatanz-
spannung graphisch dar. Entsprechend dem Fall [1] (Dilatanzspannung ist bekannt)
und [2] ist ersichtlich, dass nach Erreichen der Dilatanzspannung nur noch die Cou-
lomb’sche Reibung aktiviert wird und die Spannungen sehr schnell bei fortschrei-
tender Rissentwicklung abgebaut werden. Dies gilt ebenso fiir den tangentialen
Spannungszustand.

1e+07

[1] Begrenzung der Dilatanzspannung 0
\ [2] ermittelte Dilatanzspannuhg mit 6y :

0o =100 %y [2] =—— []
o =200y 121 = -

1e+07 \
2407 N\

-3e+07 \\ 56 MPA
-4e+07 / i

\ 50 MPA /
-5¢407 o

\, 57 MPA

0 0.0002  0.0004  0.0006  0.0008  0.001 0.0012  0.0014
relative Verschiebungen uy

Normalspannungen Gy

-6e+07

Abbildung 8.4: Ermittlung der Dilatanzspannung ¢/ anhand einer sehr hoch an-

gesetzten Initial-Dilatanzspannung Ggil .
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8.2.2 Experimentelle Ermittlung

Ein experimenteller Versuch zur Feststellung des Grenzwertes der Druckspannung
infolge von Dilatanz (67) ist in aufwendiger Form als Abscherversuch unter einer
Drucklast durch die Kombination einer weg- und kraftgesteuerten Beanspruchung
analog dem Verifikationstest 2 (Kapitel 6, Abschnitt 6.2.2) mdglich. Ein dazu rea-
lisierbarer Versuchsaufbau fiir die Ermittlung der Dilatanzspannung wiirde sich
folgendermafBien gestalten:

"1

$:

Abbildung 8.5: Mégliche Versuchsanordnung zur experimentellen Ermittlung von
dil
o .

Die Durchfiihrung des Experiments verlauft dabei folgendermalen:

e beidseitiges, kraftgesteuertes Generieren der (Maximal-)Druckkraft durch
Zusammenpressen des gerissenen Betonkorpers

e bei Erreichen der Maximal-Last setzt die weggesteuerte Abscherbeanspru-
chung ein

e Dilatanzspannung ist erreicht, wenn die aufgebrachte Druckspannung das
Auftreten von Rissoffnungen verhindert
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Exemplarisch wird auf numerischer Ebene der Verifikationtest 2 nochmals durch-
gefiihrt. Hierfiir wird die duBere Druckkraft anndhernd an ¢/ erhoht. Die an-
fangs negativen Rissoffnungen konvergieren schlielich bei einer Gesamtdruck-
kraft von 29.56 MPa gegen numerisch Null, d.h. der Dilatanzeffekt (Volumenzu-
nahme) ist minimal bzw. bleibt aus. Die folgenden Abbildungen veranschaulichen
diesen Sachverhalt.

Kontakt-Element

Abbildung 8.6: Druckbeanspuchung mit F, = 29.56 MPa (N/mm?) in Form von
energetisch dquivalenten Knotenlasten F = 0.5 - Fp.

Als Ergebnis der Berechnung folgt die Gegeniiberstellung der relativen Rissver-
schiebungen zur Veranschaulichung der Minderung des Dilatanzeinflusses.

2e-07

o%'=30 MPa =—

2e-07 e
/ Gy =-29.56 MPa

4e-07

-6e-07 /

-8¢-07 /

“1e-06 /

0 le-05  2e-05 3e-05 4e-05 5e-05 6e-05 7e-05  8e-05
Gesamtverschiebungen up [m]

Gesamtverschiebungen uy  [m]

-1.2e-06

Abbildung 8.7: Druckbeanspruchung auf dem Niveau von 6%/ und die damit ver-
bundene Verhinderung der Dilatanz.
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Zusammenfassung

Die Motivation fiir eine softwaretechnische Umsetzung des vorgestellten Material-
gesetzes ergab sich aus der zugrundeliegenden speziellen Modellcharakteristik zur
Abbildung einer realistischen Rissflichen-Degradation sensitiver Strukturen. Es
wurde auf Basis der Closest Point Projection Iteration ein impliziter Algorithmus
fiir ein weggesteuertes Iterationsverfahren entwickelt und an die GesetzméaBigkei-
ten des Materialmodells angepasst. Damit wurde die Grundlage zur Generierung
einer Schnittstelle fiir ein bestehendes FE-Softwaresystem gelegt. Fiir eine Integra-
tion wurde das fiir Forschungszwecke entwickelte und an der Bauhaus-Universitét
Weimar verfligbare stochastische FE-Softwarepaket SLang herangezogen und die
Implementation entsprechend vorgenommen. Die Anwendung im FE-Kontext ist
damit auf Basis der bereits in SLang implementierten Kontaktelemente moglich.
Fiir die Verifikation der numerischen (SLang-generierten) Modellresultate stan-
den einerseits numerische Daten anderseits experimentelle Daten fiir insgesamt
drei Testmodelle zur Verfiigung. Dabei konnte die Richtigkeit der Testresultate
hervorgegangen aus reiner Zugbelastung, aus gekoppelter Schub- und Zugbean-
spruchung sowie aus Schubbeanspruchung mit konstanter Druckkraft in Form von
Spannungs-/ Verschiebungsbeziehungen belegt werden. Aufbauend darauf konn-
ten zwei bereits als Referenz dienende Anwendungsbeispiele erfolgreich mit zu-
friedenstellenden Konvergenzresultaten durchgefiihrt werden. Auf den Aspekt der
Ermittlung der Formbeiwerte und auf weitere fundamentale Zusammenhénge dies-
beziiglich wurde ebenso eingegangen, um eine sinngemaife, praktische Anwen-
dung des Materialgesetzes auf Entfestigungsprobleme in der Strukturmechanik zu
ermoglichen.
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C-Routinen fiir das Interface:

e material law fcm carol 2d.c

e material law fcm carol 2d implicit.c

Verfiigbare Elemente zur Anwendung des Materialgesetzes:

e (2-D) Kontaktelement: CONTACT4N

Attribut zur Initialisierung des Materialgesetzes:

e CONTACT FCM CAROL 2D

Abfolge der Ubergabeparameter/ Materialparameter:

1.
2.

10.
11.
12.

. Dilatanzspannung ¢’

Materialsteifigkeit des Kontaktelements orthogonal zur Rissfuge Ky

Zugfestigkeit f

. Mode I Bruchenergie G/,
. tangentiale Materialsteifigkeit des Kontaktelements Kr

. Reibungsbeiwert tan ¢

Kohésion ¢

Mode Ila Bruchenergie ij”

1

Formbeiwert der Zugfestigkeit oy,

Formbeiwert der Kohésion o

Formbeiwert der Dilatanz in Abhingigkeit der Normalspannung o’

Formbeiwert der Dilatanz in Abhingigkeit der kohasiven Schiadigung o/

c

Statische Variablen (Geschichtsvariablen):

1.
2.
3.

Forménderungsarbeit W<
Rissoffnung uf;

Rissgleitung ug



Teil 11

Anhang

Daten-CD

113



114

Inhalt der CD-ROM:

e 1. Carol/ P.C. Prat/ C.M. Lopez. Normal/Shear cracking model: Application
to discrete crack analysis, Journal Of Engineering Mechanics ASCE, 123:
765-773, August, 1997.

e Daten des Hassanzadeh-Experiments

e PDF-Version dieser Dokumentation

e C-Quellcode des Materialgesetzes fiir das SLang-Interface
e SLang-Routinen der Verifikation

e SLang-Routinen der Anwendungsbeispiele

e Lauffihige Linux-Version (i586) von SLang 5.0.7 mit dem implementierten
Kontakt-Materialgesetz
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