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1 Einleitung und Zielstellung der Masterarbeit

1 Einleitung und Zielstellung der Masterarbeit

Bei Herstellung und Bearbeitungsprozessen von den Bauteilen und Konstruktionen, wie z.B. Briicken,
Schiffen, Luft- oder Raumfahrzeugen, konnen hiaufig kleine Fehlstellen und Risse entstehen, die
sich unter den Betriebsbelastungen weiter ausbreiten konnen. Wenn diese Risse eine kritische Gro-
Be erreichen, breiten sie sich instabil mit groBer Geschwindigkeit aus, was zu Schiden bzw. Ver-
sagen des Bauteiles fiihren kann.

In diesem Fall kann sorgfiltige Berechnung und Bemessung des Bauteiles allein nach der klas-
sischen Festigkeitslehre und der technischen Mechanik unsicher sein. Zur Gewihrleistung einer
ausreichenden Sicherheit ist es hier notwendig, Bauteile unter Beriicksichtigung bruchmechani-
scher Aspekte auszulegen.

Zur einfachen Beurteilung und Bewertung von Rissen kommen Tabellenwerken und Handbiicher,
die auf der Basis von analytischen [1], [2] und numerischen Losungen verschiedener Randwertpro-
bleme mit Rissen hergeleitet wurden, fiir verschiedene Rissgeometrien und Belastungsfille zum
Einsatz.

Zur Untersuchung von komplexen Bauteilgeometrien oder Risswachstum ist aber diese Vorge-
hensweise unanwendbar. Dafiir bietet die Methode der finiten Elemente eine effiziente und flexible
Moglichkeit [3], die aber bei Betrachtung von Problemen mit Singularititen besondere Adaptionen
erfordert, um Konvergenz und das bevorzugte Genauigkeitsniveau zu erfiillen. Bei mesh-basierten
Methoden bedeutet das eine erhebliche FE-Netzverfeinerung im Bereich nahe der Singularitit und
groBerer Zeitaufwand.

Im Gegensatz dazu ermdglichen die analytischen Methoden es, die exakte Losung der Differenti-
algleichung mit Singularitédt zu bestimmen. Diese Methoden sind aber auf kanonische Geometrie-
typen, wie z.B. Kreise und Halbraum, beschrénkt.

Eine andere Moglichkeit zur Losung der Aufgaben der Bruchmechanik mit Rissen ist es, die ap-
proximierte Losung der Finite-Elemente-Methode und die analytische Losung der Methoden der
komplexen Analysis miteinander zu koppeln. In [6] wurde erste gekoppelte Methode vorgestellt
und spdter in [5] weiterentwickelt. Es wurde ein spezielle Element, das einen Riss beinhaltet, kon-
struiert. Innerhalb des speziellen Elements gilt die analytische Losung der Differentialgleichung.
Dieses Element wurde dann mit normalen finiten Elementen durch Knoten auf dem Interface ge-
koppelt. Der Hauptnachteil dieser Methode war die Unstetigkeit zwischen den beiden Losungen,
weil die Losung zwischen zwei Knoten auf dem Interface als stiickweise lineare bzw. stiickweise
quadratische Funktionen angenommen wurde.

In [4] wurde eine neue gekoppelte Methode entwickelt, die die Vorteile von sowohl der Methode
der finiten Elemente, als auch der Methode der komplexen Analysis in einem einzigen Verfahren
miteinander kombiniert und eine globale Stetigkeit im gesamten Gebiet gewdhrleistet. In dieser
Masterarbeit wird diese Methode weiterentwickelt. Fiir diesen Zweck wird eine approximations-
basierte Kopplung zwischen der analytischen und numerischen Losung untersucht. Im Gegensatz

zur interpolationsbasierten Kopplung zeigen die approximationsbasierten Methoden, wie z.B. die
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Methoden der Frameanalysis sehr gute numerische Eigenschaften, Flexibilitit und schnelle Kon-
vergenz.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in den folgenden Abschnitten. Im Abschnitt 2 werden die
theoretischen Grundlagen und Annahmen, die fiir die weiteren Untersuchungen und Simulationen
notwendigen Werkzeuge sind, vorgestellt.

Im Abschnitt 3 wird die numerische Stabilitit der in [4] verwendeten Methode untersucht und be-
urteilt.

Im Abschnitt 4 wird eine alternative approximationsbasierte Kopplung vorgestellt und beziiglich
threr numerischen Stabilitdt untersucht. Das fiir die Approximationsaufgabe notige Basissystem
wird mit Hilfe des Gram-Schmidt Orthogonalisierungsverfahren orthogonalisiert.

Im Abschnitt 5 wird die approxiamtionsbasierte gekoppelte Methode mathematisch formuliert und
die Formfunktionen fiir die FE-Approximation werden konstruiert und ein Algorithmus zur Losung
des approximationsbasierten Kopplungsproblem wird angegeben.

Im Abschnitt 6 werden numerische Simulationen mit der entwickelten Methode durchgefiihrt und
die Ergebnisse werden anschlieBend mit den Ergebnissen von der interpolationsbasierten gekop-
pelten Methode verglichen.

Im Abschnitt 7 wird die vorliegende Arbeit zusammengefasst und die wichtigsten Ergebnisse wer-

den erwihnt und Fragestellungen fiir die kiinftigen Untersuchungen werden vorgeschlagen.
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2 Theoretische Grundlagen

Im diesem einfithrenden Abschnitt werden die theoretischen Grundlagen und Annahmen, die den
Ausgangspunkt fiir die darauf folgenden Untersuchungen und Simulationen darstellen, bereitge-
stellt. Fiir die kontinuumsmechanische Betrachtung eines linear elastischen, homogenen (ortsun-
abhéngige Materialeigenschaften), isotropen (richtungsunabhingige Materialeigenschaften) und
Riss beinhaltenden Korpers sind vor allem die lineare Elastizititstheorie [7] sowie die Methoden

der komplexen Analysis von grof3ter Bedeutung [4], [7].

2.1 Grundlagen der mathematischen Elastizititstheorie

Ein elastischer Festkorper wird in der Kontinuumsmechanik als materielles Punktkontinuum (ein
zusammenhingende Menge materieller Punkte) idealisiert. Ein elastisch deformierbares Kontinu-
um liegt vor, wenn die Beanspruchungen eine Gestaltsdnderungen im Kontinuum aber unter Bei-
behaltung eines kontinuierlichen Zusammenhanges bewirken und die infolge mechanischer Bean-
spruchungen entstandenen Deformationen bei Wegnahme der Belastung voll reversibel sind.

Die in der Kontinuumsmechanik betrachteten Groen sind Skalare (Energie, Dichte,...), Vekto-
ren (Verschiebungen, Geschwindigkeit,...) und Tensoren zweiter Ordnung (Verzerrungstensoren,
Spannungstensoren,...) und der physikalische Zustand eines Kontinuums lédsst sich dabei iiber
folgende Grofen beschreiben: Spannungen und duflere Lasten, sowie die Verzerrungen und Ver-
schiebungen. Diese vier Variabelen sind im allgemeinen Fall durch drei partielle Differentialglei-
chungen (Gleichgewichtsbeziehung, kinematische und konstitutive Gleichungen) verkniipft, die

als Grundgesetze der linearen Elastizitétstheorie bezeichnet werden.

2.1.1 Spannungen und duBere Kriifte

Auf einem Korper wirkende, duflere Krifte konnen in Korper- oder Volumenkrifte und in Ober-
flachenlasten unterteilt werden. Als Folge der duBleren Krafteinwirkungen entstehen Spannungen
im Inneren des sich im Gleichgewichtszustand befindenden Korpers, die mit Hilfe von Schnittbe-
trachtungen ermittelt werden (Abbildung 2.1)

o = lim ﬂ

A—0AA

wobei Af der resultierende Kraftvektor auf dem Flichenelement AA ist, und ¢ ist der Spannungs-
vektor, der von Lage und Orientierung des Flachenelements n (Normaleinheitsvektor) abhéngt.
Fiir die Berechnung der Spannungen dient hierbei ein aus dem betrachteten Korper herausgeschnit-
tenes Quaderelement, dessen Seitenflichen parallel zu den Koordinatenebenen sind (Abbildung
2.2).

Der Spannungszustand in einem bestimmten Punkt der Materie wird durch die freigeschnittenen
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Abbildung 2.1: Beanspruchungen in Inneren eines Korpers und duflere Kréfte.

Spannungskomponenten beschrieben, die der Spannungstensor & bilden

011 O12 O13
6= |02 Oxn 03
031 032 033

2.1)

Die dufleren Volumenkrifte pK stehen mit den Spannungen (2.1) im Gleichgewicht stehen,da es

vorausgesetzt wird, dass der betrachtete Korper sich im Gleichgewicht befindet. Daraus ergeben

sich drei gekoppelte Differentialgleichungen:

((doy | dop1  do3y
Ki=0
ox1 + x> + 0x3 TP ’

doip  doyn  Jdoxp
K>,=0
0x1 o x> - 0x3 P ’

00 0 00
13 23 003

‘|‘PK3 = 07

\ dx; x> dx3

und daneben muss der Spannungstensor symmetrisch sein:

6=26",

(2.2)
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Abbildung 2.2: Spannungskomponenten am herausgeschnittenen Quaderelement.

oder:

O12 = 021, 023 = 032, O13 = O03].

2.1.2 Verformungen und Verzerrungen

Verformung eines Korpers in der Kontinuumsmechanik wird als Anderungen seiner Form infolge

duBerer Einwirkungen definiert. Die Verformungen an einem materiellen Punkt konnen mit Hilfe

von Deformationsgradienten und Verzerrungstensoren, die das Verhiltnis Momentankonfiguration

zur Ausgangnskonfiguration darstellen, beschrieben werden. Da bei vielen Anwendungen im tech-

nischen Bereich die Dehnungen im Verhiltnis zu den Korperabmessungen betragsmifig sehr klein

sind, wird zur Beschreibung kleiner Verzerrungen der linearisierten Verzerrungstensor € verwendet

[8].

E= % [(Vu)"+ vl

wobei u= [u; up ug]T der Deformationsvektor ist und Vu ist Deformationsgradient:

Daraus folgt:

duy Jduyp Jduy
ox; dxo  Jdxz
_ | duz duy duy
Vu= dx; dxo Jxz (2.3)
duz  duz  Juz
8x1 8x2 aX3
duy Leduy | dupy 1cduy | duz
8x1 2(3)62 —l_ 8X1) z(an, + (9)(1)
g— | Ldw 4 duw dup 1oduy | duz
€= 2(8x2 + 3}61) 8)62 a 2(8x3 + 8x2) (24)
1eduy | duzy 1duy | dus duz
2(8)63 + axl) 2(8x3 + 3x2) 0x3
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Die Verschiebungen u1,u;,u3 besitzen vorausgesetzt stetige Ableitungen bis zur dritten Ordnung.
Daraus folgt, dass die Verzerrungen die Stetigkeits- und Eindeutigkeit erfiillen miissen sowie ste-
tige Ableitungen bis zur zweiten Ordnung haben. Aus (2.4) kann festgestellt werden, dass die Ver-
zerrungen anhand bekannter Verformungen eindeutig bestimmt werden konnen. Um die Umkeh-
rung (d.h. eindeutige Ermittlung der Verformungen anhand bekannter Verzerrungen) gewihrleisten
zu konnen, muss die Kompatibilititsbedingung (Saint-Venantsche Vertriglichkeitsbedingung)[7]

erfiillt werden:

(e Pen  IPna 9 <3?’12+33’31 _91’23) , 9%

02 | O  dxdm dx \dx; | dxy ox /) Oxdxs’

N\

Peyn e Py 9 <3?’23+9712_3731) e

8)% aX% N 8x2&’X3 ' axg axl ax3 8x2 - 28)638)(1 ) (25)

d%e3  d*en  I*nz 0 (3731+9Y23 9712) 5 9%e33

02 O  Omdxy’ O3\ dxy  dxp dxz/  dxidxy

\

2.1.3 Konstitutive Beziehungen

Da im Rahmen dieser Arbeit auf Betrachtung eines homogenen, linear elastischen und isotro-
pen Korpers beschriankt wird, wird die Anwendbarkeit des verallgemeinerten Hookschen Gesetzes
vorausgesetzt, das den linearen Zusammenhang zwischen den Spannungen und den daraus resul-
tierenden Verzerrungen beschreibt. Das Hooksche Gesetz kann durch eine lineare Tensorgleichung
ausgedriickt werden:

6 =Cg

mit dem Elastizititstensor (Tensor 4. Stufe) C, der die elastischen Eigenschaften der deformier-
ten Materie kennzeichnet. Im betrachteten Fall kann der Elastizititstensor als 6x6 Matrix mit 21

unabhiéngigen elastischen Konstanten vereinfacht werden:

1—v \4 \4

1-2v 1-2v 1-2v 000
1—-v \%
1-2v  1-2v 000
1—v
E 00O
C= 1-2v ,bzw.
1+v % 0 0
1
5 0
S 1
| Dym. 2
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I —-v —v 0 0 0
I —v 0 0 0
T 1 0 0 0
14+v 2(1+v) 0 o |’
2(1+v) 0
 Sym. 2(1+v),

wobei E der Elastizitdtsmodul (Young’s Modulus) ist und v Querdehnzahl ist und beide vom Werk-

stoff bestimmt sind.

2.2 Die analytische Losung fiir das Rissspitzennahfeld anhand Methoden

der komplexen Analysis

Zur Losung von ebenen Problemen der linearen Elastizitédtstheorie sind verschiedene analytische
und numerische Methoden verfiigbar. Eine éltere und schon etablierte Methode ist die Methode
der komplexen Spannungsfunktionen, die von G.W. Kolosov und seinem Schiiler N.I. Muskhe-
lishvili entwickelt wurde. Diese Methode stellt ein wertvolles Werkzeug sowohl zur Losung von
Randwertaufgaben der linearen Elastizitdtstheorie als auch zur Lésung von Randwertaufgaben der
Bruchmechanik dar. Der Ausgangspunkt bei der Konstruktion dieser analytischen Losung im ebe-
nen Fall sind die so genannten Kolosov-Muskhelishvili Formeln. Dabei lassen sich die Verschie-
bungen und Spannungen durch zwei holomorphe Funktionen ®(z) und ¥(z) der komplexen Ver-
anderlichen z = x| 4+ ixp € C ausdriicken.

Kolosov-Muskhelishvili Formeln sind wie folgend gegeben [7]:

2u(uy +iup) =k P(z) —zP'(z) — P(2),
Gl + 0 =2 [@’(z) + @f(z)} — 4 Re [®/(7)], 2.6)

0 — 011 +2i012=2 [Z (b”(Z) +T/(Z)] ;

hierbei ist k¥ der Kolosov-Beiwert, der wie folgend definiert ist:

3—4 v fiir den ebenen Dehnungszustand,
K=493-v
I+v

fiir den ebenen Spannungszustand.

Durch Betrachtung eines begrenzten und einfach zusammenhédngenden und einen Riss enthalten-
den Gebietes @ C C und mit Hilfe der Kolosov-Muskhelishvili Formeln wurde die analytische
Losung fiir das Rissspitzennahfeld in [4] hergeleitet. Fiir diesen Zweck wird ein Koordinatensys-
tem, dessen Ursprung der Rissspitze entspricht, eingesetzt. Der Riss wird in der negativen Richtung

der x1-Achse ausgerichtet und die x,-Achse ist orthogonal zur Rissrichtung (Abbildung 2.3).
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#xl

Abbildung 2.3: Rissspitzennahfeld

Die analytische Losung fiir das Rissspitzennahfeld fiir das Polarkoordinatensystem (x; = r cos(),x; =
rsin(@), r >0, —w < ¢ < x) ist wie folgend gegeben:

Z r2 [an(Ke ?G-D 4 e "‘P(%Jrl))ntﬁdn(e_""’(%“)—e "p(g_1)>],
2
n=24
Grr—kc(p(p:Zr3_1<11a,1€"p(g 1)+ndn€ i9(3 1)>,
n=1

2.7)
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oder im kartesischen Koordinatensystem:

2u(ur+iug) = Z ra [an(lceiqu — e_i‘P%) + ngln (e_i‘P% _ e—i¢('§—2)>]

n=1,3 2
Z r2 [an (Ke"”% +e_i‘p%> + gdn (e_i"’% — e_i‘P(;_z))] :
n=24...
i1+ on=) ri! (n a2V 4y ane‘i"’<3‘1)> : (2.8)
n=1
Gy — O +2i O = Z -1 [an (n (g B 1) £?(5-3) _ngekp(%—l)) Jrndneup(';—l)]
n=13...
Z ra! [an (n (g — 1) P23 —nZer(% 1)> —n d,,el(p(7 1)]
n=2.4

2.3 Grundlagen der Finite-Elemente-Methode

Die FEM ist fiir den Berechnungsingenieur inzwischen zu einem unverzichtbaren Auslegungs- und
Simulationswerkzeug in nahezu allen Bereichen des Ingenieurwesens geworden. Die Ursachen da-
fiir liegen zum einen in den enormen Leistungssteigerungen auf dem Gebiet der Computertechnik
und den Fortschritten, die vor allem in der computerorientierten Mechanik, der numerischen Ma-
thematik sowie der Informatik und Softwareentwicklung erreicht wurden.

Mit der FEM konnen Probleme aus verschiedenen physikalischen Disziplinen berechnet werden,
da es sich grundsitzlich um ein numerisches Verfahren zur Losung von Differentialgleichungen
handelt. Die analytische Losung einer Differentialgleichung auf einem komplexen Gebiet, die ein
Berechnungsproblem beschreibt, ist meist nur fiir Sonderfille moglich. Der Grundgedanke der
FEM besteht darin, das zu untersuchende Gebiet in eine bestimmte Anzahl einfacher Teilgebiete,
die finiten Elemente, zu zerlegen, die sich mit einer endlichen Zahl von Parametern beschreiben
lassen. Dieser Prozess wird in der FEM Diskretisierung oder auch Elementierung (vom Ganzen
zum Teil) genannt. Die Bezeichnung ,,finit* hebt den Unterschied zur analytischen Betrachtung
auf infinitesimalen Elementen hervor. Die Ecken der finiten Elemente heilen Knoten. Diese Kno-
ten bilden die diskrete Untermenge fiir das numerische Verfahren.

Da die Finite-Elemente-Methode ein spezielles Galerkin-Verfahren ist, wird zunéchst die Grundi-
dee der Anwendung von Galerkin-Methode auf einem abstrakten Minimierungsproblem, welches

nach [] die folgende Form hat:
a(u,v)=f(wv), uecU und VYwelUCYV, (2.9)

wobei V ein Hilbertraum und U ein Teilraum von V mit (.,.),, den dazugehdrigen Skalarprodukten
sind. a (.,.) ist eine Bilinearform auf V x V und f(.) ist eine Linearform auf V.

Damit das abstrakte Minimierungsproblem genau eine Losung hat, muss der Teilraum U konvex
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und abgeschlossen sein und die Bilinearform a (., .) muss stetig, symmetrisch und V-elliptisch sein.
Dariiber hinaus muss die Linearform f(.) stetig sein.

Bei der Galerkin-Methode wird das Problem (2.9) in endlich dimensionalen Teilriumen von V
formuliert. Fiir jeden endlich dimensionalen Teilraum V;, C V wird eine Ndherungslosung u;, be-

stimmt. Dann kann das diskrete Problem wie folgend geschrieben werden:
a (uh,vh) = f(vh) , Yy, eV, (2.10)

Nach [9] hat jedes diskrete Problem von (2.10) genau eine Losung, welches als diskrete Losung
bezeichnet wird. Wenn die Funktionen @1, ¢, ..., ¢, eine Menge von Basisfunktionen im Teilraum

V}, sind, dann ist die Funktion
n

”y)zzz:agﬂ¢%
k=1

eine Losung des diskreten Problems (2.10) und die Koeffizienten werden durch Orthogonalitits-

bedingung bestimmt. Das fithrt zum folgenden linearen Gleichungssystem:

n

Za(¢k>¢j)ak:(fa¢j)a j:1,2,...,l’l
k=1

Die Matrix a(@y, ¢;) ist immer invertierbar und positiv definit, weil es vorausgesetzt wird, dass die
Bilinearform V-elliptisch ist [10].

Zunidchst wird das lineare Gleichungssystem fiir das Problem der linearen Elastizitétstheorie durch
Anwendung von Galerkin-Methode formuliert. Die Grundgleichungen der linearen Elastizitits-
theorie (Abschnitt 2.1) konnen wie folgend zusammengefasst werden:

e Gleichgewichtsgleichungen (Spannungen und duflere Krifte):

Y L= 1<igs @2.11)
i—1 ax]'
e Konstitutive Beziehungen:
3
GijZZ,LLSij‘i‘l (ngk> 5ij, 1<i,j<3. (2.12)
k=1

e Verzerrungen-Verformungen Beziehungen:

1 8u,~ 8uj
= ) . 1<, j<3. 2.13
SJ 2 <8xj + 8x,~ b ( )

10
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Mit den folgenden Randbedingungen:

3
u=0 auf Ty, ) oymj=g auf I}, 1<i<3. (2.14)
j=1

Dabei ist I'y der Teil des Randes mit einer Dirichlet-Randbedingung und I'; ist der Teil des Randes

mt einer Neumann-Randbedingung. Um die Galerkin-Methode anwenden zu kdnnen, werden nun

diese Gleichungen bezogen auf den Verschiebungen umformuliert und das sich daraus resultierend

System wird als Lamé-System benannt. Zuerst werden die Komponenten des Spannungstensors

unter Beriicksichtigung der Gleichungen (2.12) und (2.13) umformuliert:

& 81/!2 8143 o 8u1 8u2 o 81/{1 81/13
611—(2H+A«)8 x| )Lax2+lax37 612_.u(a_xz+a_xl>u 613_au(ax3 3)(1)
. 8u2 8141 8 8u2 8 o 8u2 8u3
“21_“(ax1+ax ) x&—+(z ”)a_z”“a o = (ax3 3x2)
8u3 3u1 . 8u3 auz 8u1 auz us
031 = (8x1+8 >, G32_“(8_)Q+8_x3)’ 033 = la—xl+la—xz+( +7L)8—
(2.15)

Anhand dieser Formeln lassen sich die Gleichungen (2.11) wie folgt schreiben:

/

;

J [ d d du d P d d d duz\ ] _
2 leutn)gu 2924290+ 2 (u (9 +32)| + 2 [u(Ga+52)] = -5,

Ao ln ()] v P renenizagal v [u (B 32)] =

ERPNE p) P d P) P d P) dus |
a_xl_.‘l(a_)"g‘f’a—z;)}‘f‘a_xz[H(a_g‘ka—g)}—f—a—ﬂ[Aa—)uci“r‘)ta—g—f—(zptﬁ—l)a—g_——f3.

\

Nun kann die Lamé-Gleichung in den kartesischen Koordinaten wie folgend geschrieben We(rzdii)
ey 8;;11 o 812;12 o ailzgjcs s ?92;%] i aijgil o a;;g o aijgil -
R e e

382;13 Haizg; +;,L(ZC”23 “8?:;13 +laijg;] JHI&?:Z; +(2u+2) 882u23 _—
(2.17)

Die Neumann-Randbedingung lautet ausfiihrlich in Abhingigkeit von den Verschiebungen:
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2 Theoretische Grundlagen

Qu+2) 30+ 252+ 255+ |u (G2 +92) | ma+ |1 (50 +52) | m =,
(o3 | m+ 20+ u+2) 524298 m+ [u (G2 +39) | m =g, @18)
[ d du d du du du dus |

(32 2m) [+ [ (32 + 22) o+ [A22 + 422 + 2 +2) 32 s = g5

Nun konnen die Gleichungen (2.17) mit der Testfunktion multipliziert und iiber das Gebiet Q

integriert werden:

( I 92 92 92 92 92 92 9%uz |
/Q (CH+A) G5+ A5050 T ATy TR THana, TR THanay | 1dQ = —/Qflvldg,
[ 82u2 82141 A’ 82u1 2 A’ 82u2 ).« 82143 82u2 82143 | dQ . dQ
Q _‘LL ax% +'u8x18x2+ (%QBX] +( ‘u+ ) ax% + 8x28x3 +‘LL a;c% +‘LL(9X38)62_ V2 - szvz ’
[ 9%u 02 2%u 02 02 02 0%u3 | o
\ /Q -‘U, ax%S +,uvaxlg;3 —|—‘LL ax; +,urax2313 +lQX3S§CI +A’aX3S§CQ + (2,“ +l) ax;_ V3dQ = —Af3V3dQ.
(2.19)
Mithilfe der Green’schen Formel:
0 0
wZlag = — / a0+ / wv nidy, (2.20)
Q Jx; Q Jx; r
oder P 5
—ude = / uv nid}/—/ u—vde, (2.21)
Q Jx; r Q dx

konnen die Integrale (2.19) unter Beriicksichtigung der Randbedingungen berechnet werden:

( duidv durdv duzdv dujdv durdv Jdujdv duzdv o
/Q_ [(2“ +A) ax:c?x; +4 axiax: +2 8x;3x11 +'u9x;8x; +'u8x?8x; +H Qx;c?x; +'u8xf3x;] dQ =
Z/f1V1d9+/g1V1d%
Q I
duydv duidv du dv durdv duzdv dupdv duzdv _
/Q [,Lt 8x?8x? +‘u'z9x;8x12 +4 3x:8x§ + (2‘u +/l) Bxiaxj +2 &x;t?x; +'u8x§8x§ +‘u8x;8x§] dQ =
= /fzvdeJr/ngzd%
Q r
duzdv duydv duzdv durdv duydv durdv duzdv
/Q [,Ll 8x?8xi +'u8x;8xf +‘u8x;3x§ +'u¢9x§8x; +A axiaxi +A 3x§8x§ + (2[.L +)b) 8x§3x§} dQ
:/f3V3d.Q+/g3V3d’}/.
\ Q r

Bei einer zweidimensionalen Betrachtung und ohne Beriicksichtigung von den Volumenkriften
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2 Theoretische Grundlagen

lasst sich das Gleichungssystem wie folgt schreiben:

du d durdv dudv dupd
/Q [(2“ ) Goage T Gaan T R agay TH axfa;ﬂ dQ = /rgl"ld%
(2.22)

dupd du;d dud dupd
/ [“ o, T Hanan tAGnan T CH+A) 5555 ;ﬁ dQ / gavady.
Das Gleichungssystem (2.22) stellt die allgemeine Form von der Galerkin-Methode dar. Dabei
werden die Verschiebung (u1,u,) durch eine Reihenentwicklung approximiert:

n

uy = Zak(Pka

k=1
n

U = Zbk(Pk'
k=1

Die Basisfunktionen konnen im allgemeinen Fall sowohl fiir die Approximation von Verschiebun-

(2.23)

gen als auch fiir die Testfunktionen frei ausgewihlt werden. In der Regel werden dieselbe Basis-
funktionen fiir die Testfunktionen angesetzt, d.h. vi = @;,v2 = @;,j = 1,...,n,v; € WH3(Q) und
v; = 0 auf I'p. Um das lineare Gleichungssystem nach der Galerkin-Methode aufzustellen, wird

m
nun das Gesamtgebiet Q in Menge von sich nicht iiberschneidenden Teilgebieten, d.h. Q = (J Q;

i=1
mit den Randbedingungen I' =0 UI", UT,.

A A A A A A A A A A A _X2 A
n— 2 n— 1 n
F p Qm— 3 me 1
-Q'm—Z Qp
L n—>5 n—4 n—73
Q
| 4 5 6
Q Q3
Ty (o} Q|
W //zzzzzzz44 1 2 3
(a) Das statische Modell (b) FE-Triangulierung vom

Abbildung 2.4: Unterteilung vom Gebiet Q in Teilgebiete.

Die Triangulierung vom Gesamtgebiet Q in Teilgebiete wird in Abbildung 2.4 dargestellt, wobei

13



2 Theoretische Grundlagen

jeder Knoten zwei Freiheitsgrade hat.
Das Gleichungssystem (2.22) kann dann umgeschrieben werden
n
IRk Q; IPIP; %9 IPkIQ; _ , P
Z]/Q [ak(2u+7t) Tron TOA G g +a /*‘axza L+ b “axlaxzj} dQ—/rgl(p]dy, j=1,..,n

d QI Q; .
T+ A TR + b2+ ) S5 a2 = [gagidy. j= 1,

n
P IP;
Z/ b 'uaxlaxll +a 'u8x28x1

\ k=
Die Integrale iiber dem Gesamtgebiet Q2 konnen als Summe von den Integralen iiber den Teilge-

bieten umgeschrieben werden
QI Q; 9(Pk3(Pj] 40 —
i=

Q) 999,
/Q. [ak (2“ +;L) dx10x; +hiA dxydx; Ak dxydx; 0k 9x10x;

m
= Z/ gl(pde7 ]: 177”
i=171i
a‘Pka‘P/}dQ _

I 9; I I Q; IPI9;
/Q [bk'u vax T Ak 8x28x1] +ad 8x18x1 +h(2u+2) dx20x)

(

-
D=

k=1

~
—

X10x]

Jo,
= Z/ngfpjd% Jj=1,..,n,

(ngE

k

~
—

wobei I'; Teilrdnder fiir jedes Teilgebiet sind. Wenn das Teilgebiet nicht zum Rand gehort, ist das

Integral iiber I'; gleich Null. Die Formfunktionen fiir ein Dreieckselement kann mit einem linearen

3 3
OISR

@ (V.)

@ ("x")

Abbildung 2.5: Formfunktion N; fiir ein Dreieckselement




2 Theoretische Grundlagen

Ansatz verwendet werden [11]:

1 - -
N = A _(xéz) —xg))(xl —xiz)) + (x§3) _x§2))(x2 —xgz))_ ,
1 - -
M=o | =) =) + () =) (- 1Y)
le (2.24)
Ny= 2 |06 =) =)+ (7 =) )
A, = % (xgz)xgs) —xf)xgz)) + (xgz) —x§3))xg1) + (xf) —xgz))xél)

Lings der Dreieckseiten sind die Verschiebungen u; (x;,x») und uy(x1,x;) lineare Funktionen. Da-
mit stimmen aufgrund der Verschiebungskompatibilititen an den Knoten auch die Verschiebungen
lings gemeinsamer Elementkanten iiberein, womit die geforderte CO-Stetigkeit auch lings der Ele-

mentkanten gewihrleistet ist.

2.4 Abtasttheorem (sampling theorem)

Eine wesentliche und mathematische Aufgabe in der Signal- bzw. Bildverarbeitung und Nachrich-
tentechnik ist es, ein Signal bzw. ein Bild auf der Basis einer Menge von seinen Samples (bzw.
Messwerten) wiederherzustellen [12].

Dieses Problem ldsst sich in einem Hilbertraum modellieren. Anhand vorhandener Samples bzw.

Messwerte:

(fvsj)a jGN,

wird die Funktion f wiederhergestellt, wobei {s;} jeny ein Sampling-Basissystem ist. Da man in
den praktischen Anwendungen nur Zugriff zu endlichen Messwerten hat, werden die Samples wie

folgend geschrieben:
{<f7sj)},}l:1 , me N.

Unter der Annahme, dass die Funktion f in einem anderen Basissystem {w;}jcy ,, gut “ entwi-

ckelt und approximiert werden kann, existieren Koeffizienten ; € C:

n
Z ojw; — f, wenn n —» oo,
j=1
Die Wiederherstellungsaufgabe von f ist dann die Ermittlung von {o j}’}: | die Wiederherstel-
lungssamples unter Ausnutzung der Messwerten {(f,s;) ;.”:1. Mit der Voraussetzung, dass beide
Basissysteme {wy }reny und {si tren orthonormal sind und m = n ist, kénnen die Koeffizienten

{a j}?:l durch Losung des linearen Gleichungssystems bestimmt werden:

UnX=Ym, Ym= {(fasl)a"' 7(f7sm)}>
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2 Theoretische Grundlagen

wobei:

Un=1| + .+ |, wj=(wjs).

Die wiederhergestellte Funktion f istdann f = Y il | xxwy. Werden die numerischen Ungenauigkei-
ten bei der Losung dieses linearen Gleichungssystems vernachldssigt, entspricht die Losung x der
Koeffizienten {0, -, 04, }. Der Ansatz wird als konsistente Wiederherstellungstechnik benannt,

da die wiederhergestellte Funktion f die folgende Konsistenzbedingung erfiillen [13] muss:

(f?sk) = (f?sk)-

Mit diesem Ansatz konnen endlich dimensionale Probleme mit der Voraussetzung m = n behandelt

werden.
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3 Interpolationsbasierte Kopplung zwischen der analytischen und numerischen Lésung

3 Interpolationsbasierte Kopplung zwischen der analytischen

und numerischen Losung

Eine neue Methode zur Kopplung zwischen der FEM und Methoden der komplexen Analysis wur-
de in den vorherigen Untersuchungen [4], [14] und [15] vorgestellt.

Das Hauptziel dieser Untersuchungen war es, eine globale Stetigkeit entlang des Interfaces zwi-
schen den beiden Losungen zu erhalten. Fiir diesen Zweck wird € das beschrinkte und einfach
zusammenhingende und einen Riss enthaltende Gebiet in 7 dreieckige finite Elemente und Qgg

das spezielle Element zerlegt (Abbildung 3.1).

X2
A QD
9 8 | 7
I
2
QA X
10 3 ¢ 1 6 X1
11 4\ -
Riss Cap
5
12 13 14

Abbildung 3.1: Gebietszerlegung und das spezielle Element

Das Gebiet Qgg besteht aus zwei Unterbereichen QA und Qp, die durch ein Interface mit fiktiven
Knoten getrennt werden I'ap = QA N Qp.

Das Teilgebiet 24 wird als analytisch bezeichnet, da die Losung in Q4 der exakten Losung der
Differentialgleichung entspricht. Die Losung in Qp basiert hingegen auf der Finite-Elemente-
Approximation.

Durch die Kopplung zwischen der starken Losung in Q4 und der schwachen Losung in Qp wird

C? Stetigkeit der Losung iiber das Interface I'sp mithilfe eines geeigneten Interpolationsoperators

17



3 Interpolationsbasierte Kopplung zwischen der analytischen und numerischen Losung

gewihrleistet. In anderen Wortern muss das Interpolationsproblem immer eindeutig 16sbar sein
und der Interpolationsoperator muss die analytische Losung auf I'sp ergeben.

Um diese Anforderungen zu erfiillen, kommt eine Interpolationsfunktion, die aus partiellen Sum-
manden der analytischen Losung besteht und von der Knotenanzahl n auf dem Interface abhéngt,

zum Einsatz [4]:

N
fl’l((p): ré [ak<K€l(P§+€ l(p2>+_a (e P35 e l(p(2 2)) +
k=0,2.
N2 k .
+ Z ra [ak<1€€lq’2—€_l(p2>+—d (e i95 _ p—ip(} 2))]’ G.1)
k=13.

wobei N| und N, die Anzahl der Basisfunktionen sind und wie folgt ermittelt werden:

) m =2 fiir gerade n,
N1 =n—m, mit
m =1 fiir ungerade n,

) m =1 fiir gerade n,
N> =n—m, mit
m =2 fiir ungerade n.
Die eindeutige Losbarkeit des Interpolationsproblems wurde in [4] fiir beliebige Knotenanzahl und

Knotenverteilung auf dem Interface bewiesen.

18



3 Interpolationsbasierte Kopplung zwischen der analytischen und numerischen Losung

3.1 Untersuchung von der Interpolationsmatrix

Um das Interpolationsproblem (3.2), das spiter fiir das Aufstellen der Formfunktionen nétig ist,

16sen zu konnen
(@) =Ur, k=0,1,---,n—1 (3.2)

miissen zundchst die Koeffizienten a; und ay, die miteinander gekoppelt sind, in reelle und imagi-

nire Komponenten zerlegt werden.

ay = a,(cl) + ia,(cz), ay = a](cl) — ia](cz). 3.3)

Durch Anwendung der Euler-Formel kann die Interpolationsfunktion (3.1) unter Beriicksichtigung

von (3.3) wie folgt umgeschrieben werden:

(3.4)
k:é g [a’(‘l)<"°s‘f’§<’<+%<" -2)) —5eos{0(3-2)})

Somit kann das Interpolationsproblem wie folgt umformuliert werden:
1 . (2 1), (2
00 +ifs (o) = U +iu?,

oder als Gleichungssystem:
FA =1,

wobei F die Interpolationsmatrix ist, A ist der Verktor der unbekannten Koeffizienten und U ist der

Vektor der unbekannten Verformungen.
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3 Interpolationsbasierte Kopplung zwischen der analytischen und numerischen Losung

3.1.1 Untersuchung der Interpolationsmatrix beziiglich Konditionszahl, Determinante und
Interpolationsknoten

In diesem Abschnitt wird die numerische Stabilitét der interpolations-basierten Kopplung, die eine
grof3e Rolle im Bezug auf eine praxisorientierte Umsetzung des Verfahrens spielt, anhand der
Konditionszahl evaluiert.

Die Konditionszahl einer invertierbaren Matrix A ldsst sich wie folgt definieren:
~1
Ka(A) = [[A7 |2 [|A]]2 -

Sie beschreibt die Empfindlichkeit der Losung gegen die Storungen in den Eingangsdaten. Bei ei-
ner gut konditionierten Matrix ist die Konditionszahl klein, und kleine Anderungen in den Daten
bewirken nur kleine Anderungen in der Losung des Problems. Dabei kann der Ausdruck ,.klein*
nur problemabhiingig quantifiziert werden. Fiir die praktischen Anwendungen wird eine symme-
trische und dquidistante Knotenverteilung untersucht (Abbildung 3.2a). Es kann aber bei hohem
Grad des Polynoms vorkommen, dass die Polynomfunktion insbesondere in der Nihe der Inter-
vallgrenzen kaum noch der zu interpolierenden Funktion dhnelt (was auch als Runges Phianomen
bekannt ist). Deswegen werden Tschebyschow-Stiitzstellen, die an den Intervallgrenzen dichter
liegen, parallel dazu untersucht (Abbildung 3.2b). Die Knotenverteilung nach Tschebyschow kann
den Gesamtfehler der Interpolation verkleinern.

Die Tschebyschow-Knoten sind Nullstellen vom Tschebyschow-Polynom erster Art und sind fiir

(a) Aquidistante Knotenverteilung (b) Knotenverteilung nach Tschebyschow

Abbildung 3.2: Vergleich der Knotenverteilung.

das Intervall [—1, 1] in (3.5) gegeben [16]:

2kt 1
xkzcos( k; n) k=01,..n—1, 3.5)

n

wobei n der Grad des Tschebyschow-Polynoms ist.
Fiir ein beliebiges Intervall [a, b] konnen die Tschebyschow-Knoten mithilfe der affinen Abbildung

wie folgt transformiert werden:

b+a b—a 2k+1
- — =0,1,....n—1. .
Xk > > cos( o 71') , k=0,1,...,n (3.6)
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Die erste und letzte mit der Formel 3.6 berechneten Stiitzstellen entsprechen aber nicht die Unter-
und Oberkante des Risses. Damit die Knotenverteilung nach Tschebyschow fiir die untersuchte
Kopplungsmethode geeignet wird, werden diese Knoten durch —z und 7 ersetzt. Anhand Ab-
bildungen 3.3 und 3.5 ist es offensichtlich, dass der Verlauf der Konditionszahl in Abhéngigkeit
von der Knotenanzahl unregelmifig ist und Peaks aufweist, was als numerische Instabilitit der
Kopplung interpretiert werden kann. Die Interpolationsmatrix basierend auf sowohl der dquidi-
stanten Knotenverteilung als auch den Tschebyschow-Knoten ist erkennbar schlecht konditioniert
und die Konditionszahl im Fall der Tschebyschow-Knoten ist erheblich groBer (ohne Ersatz ist der
ungiinstigste Fall). Man kann feststellen, dass die Tschebyschow-Stiitzstellen fiir das betrachtete

Polynom ungeeignet ist. Aus diesem Grund wird diese Variante bei den weiteren Untersuchungen

ausgeschlossen.
n 5 9 13 17 21
det(A) 2.1E+7 —34E+14 | —1.6E+423 | 8.5E+32 6.6E +42
n 25 29 33 37 41
det(A) 3.8E+52 —4.1E+62 | —4.6E+4+73 | —3E+84 —1.9E+95
n 45 49 53 57 61
det(A) —59E+105 | 22E+ 117 1.2E+ 129 4.9E + 140 2.1E4152
n 65 69 73 77 81
det(A) 9.6E+ 163 4.5E+175 1.7E+ 187 —44E+198 | —3.1E+211
n 85 89 93 97 101
det(A) —7.8E+223 | —1.8E+4236 | —4.2E+248 | —1.1E+261 | —2.8E+ 273
n 105 109 113 117 121
det(A) —8.1E+285 | —2.3E+4298 | —oo —oo oo

Tabelle 3.1: Determinante der Interpolationsmatrix in Abhingigkeit von der Knotenanzahl
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Konditionszahl

Konditionszahl

13000

12000

11000

10000

9000

8000

7000

6000

5000

4000

3000

2000

1000

T T T T T T
9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53 57 61 65
Anzahl der Interpolationsknoten n

(a) n=15..65

364000
337000
310000
283000
256000
229000
202000
175000
148000
121000

94000

67000

40000+

130007

T T T T T T T T T T T T T T T T
69 73 77 81 85 89 93 97 101 105 109 113 117 121 125 129
Anzahl der Interpolationsknoten n

(b) n=65..125

Abbildung 3.3: Konditionszahl bei einer dquidistanten Knotenverteilung
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1.2 x 10"

1. x 10"

8. x 10!

6. % 10'!

Konditionszahl

4. x 10"

2.x 10" \ ~J

9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53 57 61 65
Anzahl der Interpolationsknoten n

(a) n=15..65

4. x 10"

|
i
n
i
el |
A

69 73 77 81 8 8 93 97 101 105 109 113 117 121 125
Anzahl der Interpolationsknoten n

(b) n=65..125

Konditionszahl

Abbildung 3.4: Konditionszahl fiir Tschebyschow-Knoten ohne Ersatz
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Konditionszahl

Konditionszahl

6. x 1011,

5 x 1011,

4. % 1011,

3. x 10!

2. % 1011,

1. x 1011,

4.5 % 10! 1

4. % 1011 _

3.5x 10" 7

3.%x 10!

2.5 x 10]] _

2. x 1011 _

1.5 x 10"

1. x loll,

5. x 1010 _

0 T T T T T 1

T T T T
9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53 57 61 65
Anzahl der Interpolationsknoten n

(a) n=5..65

8 x 1011,

7 x 1011,

T T T T T T T T T T T T T T
69 73 77 81 85 89 93 97 101 105 109 113 117 121 125
Anzahl der Interpolationsknoten n

(b) n=65..125

Abbildung 3.5: Konditionszahl fiir Tschebyschow-Knoten mit Ersatz
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3.1.2 Interpolieren von Funktionen anhand des Interpolations-Operators

Um die Genauigkeit der interpolations-basierten Kopplung in Abhéngigkeit von der Knotenanzahl
n (Anzahl der Basisfunktionen) numerisch beurteilen zu konnen, werden nun ein paar Funktio-
nen anhand des Interpolations-Operators interpoliert. Eine stetige und unendlich differenzierbare
Funktion fi(x) = e *sin(x), und eine Betragsfunktion f>(x) = |x|, die stetig aber an der Stelle
x = 0 nicht differenzierbar ist, werden betrachtet.

_ &) = fa)l2

Das erste Beurteilungskriterium ist k; = ol , das den L-Fehler der Interpolation iiber
X)||2

das gesamte Intervall widerspiegelt, wobei f(x) die exakte Funktion und f,(x) die Interpolations-

funktion sind und x € [—x, 7. Das zweite Kriterium k, gibt die maximale Abweichung tiber das
max| f (x) — fa(x)]
max| f (x)|

gesamte Intervall zwischen der exakten und der Interpolationsfunktion an, k> =

0.7
0.6
0.5

0.4+

k1

0.34

0.2

0.19

Te —.o.— .. —. 8 — 8 —- =
T T T T T T T

9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53 57 61 65 69 73 77 81 85
— 1) == o)
Abbildung 3.6: Beurteilungskriterium k&

0.8
0.7
0.6

0.51

0.3

0.2

0.1+ ~7

T T T R T T T T e e e LA
9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53 57 61 65 69 73 77 81 85
n

Abbildung 3.7: Beurteilungskriterium k;

Anhand der Abbildungen 3.6 und 3.7 kann beobachtet werden, dass bei dem betrachteten und
schlecht konditionierten Interpolationsproblem die Erhohung der Anzahl der Basisfunktionen zu
Ungenauigkeiten fithren kann. Die Verldufe der beiden Kriterien (gesamte und maximale Abwei-

chung) verhalten sich fiir eine Funktion qualitativ identisch und die Stelle der maximalen Unge-
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3 Interpolationsbasierte Kopplung zwischen der analytischen und numerischen Lésung

nauigkeiten hingt von der Konditionszahl ab. Dasselbe Ergebnis kann grafisch (Abbildung 3.8 )

festgestellt werden.

% 31 n ‘7( 0 M n 3t
4 2 7 4T 2 4
l— Interpoliert == Exakte Funktion l— Interpoliert == Exakte Funktion
(@) fi(x),n=5. (b) f2(x),n=5.
3]
2]
.
T T 3n T -T 3‘11 T T 0 T ;[ 3‘1[ 1‘[
4 2 4 1 2 4 4 2 4 T 2 4
l— Interpoliert = Exakte Funktionl l— Interpoliert == Exakte Funktionl
(©) fi(x),n=33. (d) fo(x),n=33.
71 3
6
51
2]
4]
3]
.
2]
1
_ﬁ_AA AAANA A a ‘ ‘ ‘ : : : ‘ ‘ ‘
*\d\/,n noom 3= o 3o omo om0 moom 3moom
4 4 4 2 4 ¢ 27 4 4 2 2
l— Interpoliert === Exakte Funktionl l— Interpoliert == Exakte Funktionl
(@) fi(x),n = 45. () f2(x),n = 45.

Abbildung 3.8: Interpolationsgenauigkeit in Abhingigkeit von der Anzahl der Basisfunktionen.

3.2 Zusammenfassung und Beurteilung der Ergebnisse

Eine interpolationsbasierte Kopplungsmethode zwischen der Finite-Elemente-Methode und Me-
thoden der komplexen Analysis zur Losung von Randwertaufgaben der Bruchmechanik wird in [4]

vorgestellt. Diese Methode bietet zwar eine eindeutige Losbarkeit des Interpolationsproblems und

26



3 Interpolationsbasierte Kopplung zwischen der analytischen und numerischen Losung

die analytische Losung wird auf dem Interface I'pop erhalten, aber durch Untersuchung der Kon-
ditionszahl der Interpolationsmatrix wird herausgefunden, dass sie schlecht konditioniert ist, was
zu Ungenauigkeiten und numerischen Instabilititen des gesamten Losungsverfahrens, die weder
vom Algorithmus zur Problemldsung noch von der Implementierung in einem Computerprogramm
abhingig sind, fithren kann. Aus diesem Grund stellt sich die Notwendigkeit nach einer stabilen
Kopplungsmethode auf dem Interface I'sp zwischen der numerischen und der analytischen Losung

des betrachteten Problems heraus.
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4 Approximationsbasierte Kopplung zwischen der analytischen

und numerischen Losung

Als eine Alternative zur interpolationsbasierten Kopplungsmethode, die, wie im Abschnitt 3 ge-
zeigt wurde, zur numerischen Instabilitédten fithren kann, wird eine approximationsbasierte Kopp-
lungsmethode in diesem Abschnitt untersucht. Die approximationsbasierte Kopplung wird anhand

einer approximierenden Funktion realisiert:

2n
fu(@) = Zlch)j((p)
j=

wobei c; Koeffizienten des Approximationsproblems sind und analog zur interpolationsbasierten
Kopplungsmethode ein Basissystem ®(¢) verwendet wird, das aus partiellen Summanden der

analytischen Losung besteht. Das gewéhlte Basissystem:

k . . kk . .
@(0)={i (xe®t e 0h) | o {rig (ot ety
k=0,2,....N k=24,...N;+2

koo , k _ .
U {rj (Ke"pg —|—€7”P§> } U {rjk (Keil(p% + e*"p(gfz)) }
k=13,... N> 2 k=13,...N

wobei N und N, sind:

, 4.

) m =2 fiir gerade n,
N1 =n—m, mit
m =1 fiir ungerade n,

) m =1 fiir gerade n,
No =n—m, mit
m =2 fiir ungerade n.
In der weiteren Untersuchungen wird fiir die praktische Rechnung auf ungerade n mit einer dquidi-
stanten und symmetrischen Verteilung beschrinkt. Die Anzahl der Basisfunktionen ist dabei ¢t = 2n

und diese konnen in Bereichen definiert werden:

1 k . ,
® 1<t< n;— :q)t((P) :rA2 (Kel(pg_‘_e*l(p%) ,kZZ(t—l),
! k . ;
”42- srsml q)’((p):’%(e Pite "p(“));kzz(f—n; )+2,
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4 Approximationsbasierte Kopplung zwischen der analytischen und numerischen Losung

3 1 k
e n+l<r< n—+ :CIDt(gD)Z j<K€l¢2+e l¢2>§k:2(l‘—n—2)+1,
3 1 Kk . . 33
o o <r<ma(e) =riy (e ) k=2 - T 41

Diese Schreibweise dient zur Herleitung vom orthogonalen Basissystem spéter im Abschnitt 4.2.

Der Ausgangspunkt der Approximation ist die Minimierung der Norm des Fehlers || f(¢@) — f.(@)||
[17], wobei f(¢) die zu approximierende Funktion. Da fiir ingenieurmiBige Anwendungen der
L?- Raum eine besondere Rolle spielt, kommt die 2-Norm fiir die Approximationsaufgabe zum
Einsatz. Das Approximationsproblem kann dann durch Aufstellung des Normalgleichungssystems

geldst werden:
2n
=) ci®i(@),®;(¢)) =0
i=1
Daraus folgt:

Z,Ci@i(ﬁo),q’j((l?)) = (f(9).®(9)) (4.2)

Die Skalarprodukte (®;(¢),®;(¢));i,j = 1...2n definieren eine Matrix G, die Gramsche Matrix

genannt wird. Sie ist symmetrische Matrix und positiv definit [18].

(Po(@), Do(@)) -+ (P(@), Po(9))
G- s s (43)

(Po(@), P2u(@)) -+ (P2a(), P2u(9))

4.1 Untersuchung der Gramschen Matrix fiir die approximationsbasierte
Kopplung auf den Intervallen [—7, 7] und [ 27, 27]; Herstellung von

Beziigen zu bekannten Ergebnissen in der Frameanalysis

Um die approximationsbasierte Kopplung analog zur interpolationsbasierten Kopplung zu beur-
teilen, wird in diesem Abschnitt die Gramsche Matrix (4.3) beziiglich ihrer Konditionszahl unter-
sucht. Es ist an dieser Stelle bemerkenswert, dass das Basissystem {ei§¢}keN sowie das Basissys-
tem {e_l%"’}keN im Intervall [—27,27] orthogonal sind und jede Basisfunktion in (4.1) aus einer
Linearkombination von zwei Funktionen aus diesen Basissystemen besteht. Diese Orthogonalitét

kann wie folgend bewiesen werden:

+ide +ik M le ik MU M m
(€729 ¢T2%) = e2‘Pe 2%de = e 7 %o = e2%de
-2z -2z
2
2 . m 2 m
= cos — zs1n ~sin—@ —i—cos —
J :
m 2 m P2
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4 Approximationsbasierte Kopplung zwischen der analytischen und numerischen Losung

e Fall 1, j # k und m ist gerade Zahl:

j : 2 2 2 2
(e+’%‘p,e+’§q’> = (_ sinm—i—cosm) — (— sin(—m) — i— cos(—m))
m m m

—(0—i)—(0—i)=0

e Fall 2, j # k und m ist ungerade Zahl:

' . 2 2 2 2
(e*’%"’,e“%ﬂ = (— sinm—i—cosm> — (— sin(—m) —i— cos(—m))

= (0+i)—(04i)=0

e Fall 3, j = k und dann ist m = O:

iy o 2
(eT29 T29) = do =4r
—2r
Mit derselben Vorgehensweise kann bewiesen werden, dass das Basissystem {e~* 59”} reN auf [—27, 27|
orthogonal ist. Es ist sinnvoll, die Approximationsaufgabe und die Gramsche Matrix auch auf dem
Intervall [-27,27] zu betrachten, da in diesem Fall nur Skalarprodukte (®;(¢),®Px(¢)) ungleich
Null sein kdonnen, wenn die beiden Basisfunktionen mindestens eine Potenz mit gleichem Expo-
nent besitzen, was den Zeitaufwand der Berechnung reduzieren kann und giinstig auf die Kondi-
tionszahl der Gramsche Matrix einwirken kann. Dariiber hinaus lédsst sich die Gramsche Matrix
durch eine explizite Formel beschreiben und kann in zwei Teilmatrizen unterteilt werden, wobei
die obere Matrix mit den Basisfunktionen mit den ganzzahligen Exponenten (®;(¢) : 1 <t <n+1)
und die untere Matrix mit den Basisfunktionen mit den halbzahligen Exponenten (®;(¢) :n+ 1 <

t < 2n) verbunden sind.

G < Obere Teilmatrix | 0 )

0 | Untere Teilmatrix

Nachdem das Approximationsproblem auf dem Intervall [-27,27] geldst wird, kann zur Losung
des Kopplungsproblems und der bruchmechanischen Aufgabe wieder auf dem Intervall [—7, 7]
beschrinkt werden. Zunichst wird der Verlauf die Konditionszahl der Gramschen Matrix fiir beide
Intervalle in Abhiéngigkeit von der Anzahl der Kopplungsknoten n untersucht, wobei die Anzahl
der Basisfunktionen ¢t = 2n ist.

Da die Konditionszahl der Gramschen Matrix im Intervall [— 7, ] schnell und erheblich anwéchst,
ist es uniibersichtlich, den Verlauf als Diagramm darzustellen und wird als Tabelle angegeben und

mit der anderen Variante verglichen:
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4 Approximationsbasierte Kopplung zwischen der analytischen und numerischen Losung

n 5 9 13 17 21
2(G), -7, 7] | 5.8E+7 3E+ 14 97E+20 | 25E+27 | 5.4E+33
k2(G), [—27,27]| 2.1E+0 123E+3 | 3.8E+3 8SE+3 17E+4
n 25 29 33 37 41
K2(G),[—7, 7] | IE+40 2E +46 28E+52 | 62E+58 |IE+65
K2(G), [—27,27]| 3E+ 4 47E+4 71E+4 IE+5 14E+5
n 45 49 53 57 -
(G),[~m,n] | 1L.7JE+71 | 27E+71 |43E+83 |G66E+89 |-
K2(G), [—2m,27]| 1.85E+5 | 24E+5 31E+5 39E+5 -

Tabelle 4.1: Konditionszahl der Gramschen Matrix in Abhingigkeit von der Anzahl der Kopplungsknoten

550000+
500000+
450000
400000+

hl

S 350000

w

]

S 3000001

S 250000+

o

™ 200000
1500001
100000
50000

0 T T T T T T T T T T T T T T T
9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53 57 61 65
Anzahl der Kopplungsknoten n

Abbildung 4.1: Konditionszahl der Gramschen Matrix im Intervall [—27,27]
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4 Approximationsbasierte Kopplung zwischen der analytischen und numerischen Losung

4.2 Orthogonalisierung des eingefiihrten Basissystems

Aus einer linear unabhéngigen Menge von Funktionen (einer Basis) {fi(x), fa(x), -, fu(%) }nen

kann man mit Hilfe des Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren eine orthogonale Basis

{pl (x)7P2(x)> T 7Pn(x)}neN crzeugen [19]

~
L
~~
=
=
=
N—
B
—
o
SN—"

pi(x)a .]: 2737"' , 1.

Mit Hilfe vom Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren ldsst sich das Basissystem in
(4.1) auf den Intervallen [—7, 7] und [—27,27| orthogonalisieren. Das Basissystem kann durch
explizite Formeln auf dem Intervall [—27, 27| orthogonalisiert werden. Das orthogonale Basissys-

tem fiir n = 5 ist:

koo :
o 1<r<3:P(0)=D(9)=r3 (K’e"pg +e_””§> k=2(t—1),

r . .
o 1=4:P(p)= sz—l ((K‘z—f—K)e_l(p—(K—i—l)el(p),
—5.p :ﬁ 2,-2ip _ .2
o ¢ :B(0) K2+1(Ke ke'?),

o 1=6:P(p)=3re %,
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4 Approximationsbasierte Kopplung zwischen der analytischen und numerischen Losung

Das orthogonale Basissystem fiir 9 < n auf dem Intervall [—27,27] ist:

1 k . .
. 1\r<’“2L B(g) =®(9) =1y (ke o798 ) sk =2(r 1),
n+3 I _
o 1= R(0) = 5 (K = (r De?),
n+5 ¢ 5 2 igk gk n+1
o T St<miA(9) =it (P9t ket ) k=20 "),
o t=n+1:P(Q)=rize2k=n+1,
3n+1 % i _iok
o nt2<I< TR )—(I)t((p):rA(K’e(pz—e "’2>;k:2(1—n—2)—|—1,
%
° = 3n2+3 B( )— 2(K;A—}-1) (Kze i9 —ei‘P%—{—Kei(p% —K‘e_i@%),
5
3n+5 3 : : :
¢ n; Pt((P)_E(xzril)z<(’<3—'<)€_””5+(1<3—'<)€"”3+(K2—1)e“"2+
+ (K = k2)e 3
5
3n+7 ri 5 ok _iok 3n+3
Sr<2n: == 92 "P2>; —2(f—
o > t <2n:P(p) (1<2+1)<Ke + Ke k=2( 2 )+ 1

4.3 Zusammenfassung und Beurteilung der Ergebnisse

Fiir die approximationsbasierte Kopplung wurde im diesem Abschnitt ein Basissystem vorgestellt.
Um die Stabilitdt der Approximation zu untersuchen, wurde anschlieBend die Gramsche Matrix des
Basissystem (4.1) beziiglich ihrer Konditionszahl betrachtet. Die Gramsche Matrix hat auf dem In-
tervall [—27,27] einen giinstigeren Konditionszahlverlauf in der Abhéngigkeit von der Anzahl der
Kopplungsknoten als auf dem Intervall [—7, 7] aufgewiesen. Die Konditionszahl war aber fiir die
zwel Fille ,, groB “. Da die Stabilitidt der Approximation sowohl fiir die Approximationsaufgabe als
auch fiir die Anwendung von der Konsistenzbedingung eine gro3e Rolle spielt, wurde das Gram-
Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren verwendet, um das Basissystem zu orthogonalisiern

und somit die dazu gehorigen numerischen Instabilitdten ausschlieBen zu konnen.

33



5 Mathematische Formulierung und Realisierung der approximationsbasierten gekoppelten
Methode

5 Mathematische Formulierung und Realisierung der

approximationsbasierten gekoppelten Methode

Das in Abschnitt 2.4 vorgestellte Verfahren (konsistentes Sampling) wird zur Losung des appro-
ximationsbasierten Kopplungsproblems herangezogen. Anhand der bekannten Verformungswer-
te (Es wird an dieser Stelle angenommen, dass FE-Losung schon vorhanden ist, damit man das
Sampling-Verfahren anwenden kann) an den Kopplungsknoten auf dem Interface I'ap wird die
analytische Losung wiederhergestellt. Hier ist es zwischen dem Sampling-Basissystem {y/;} jen
und dem Wiederherstellungsbasissystem {@;} jen zu unterscheiden. Das Sampling-Basissystem
stellt die Basisfunktionen der FE-Approximation und das Wiederherstellungsbasissystem sind die
Basisfunktionen der Approximationsaufgabe von der analytischen Losung.

In diesem Verfahren wird vorausgesetzt, dass die Samples:

Sit)=(fvp),  JeN (5.1)

auf dem Interface I'op bekannt sind. Die Aufgabe ist dann, die Funktion f (Verformungen auf

['ap) in der Basis {@;} jen wiederherzustellen:
j=1

Mit anderen Worten werden die Koeffizienten o¢; mit der Ausnutzung von Samples in (5.1) ermit-
telt. Die Samples &;(f) sind aber nicht explizit gegeben, da es sich um eine gekoppelte numerische
Methode handelt.

Um die Stetigkeit zwischen der analytischen und der FE Losung gewéhrleisten zu konnen, muss

die wiederhergestellte Funktion f die Konsistenzbedingung erfiillen:

(Fv)=(f,y), =12,

Diese Bedingung fiihrt zum folgenden linearen System:

Ad=s,
(@, v1) - (@1, ¥m)
wobeli A= : : ,
(©Om, 1) - (Om, Vi)
und dT:(al, o, - am),

wd 5T = (&), &) o Ealh)-
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Die Matrix A ist nicht anderes als eine Basis-Anderungsmatrix zwischen zwei orthogonalen Ba-
sissystemen. Diese Matrix kann schlecht konditioniert und sogar nicht invertierbar sein und sie ist

nur unitir genau dann, wenn
span{ ¢}, = span{ Y} ;. (5.3)

Wenn das Verfahren fiir das Kopplungsproblem verwendet wird, muss durch die Bedingung (5.3)
die Anzahl der Basisfunktionen der Approximationsaufgabe der Anzahl der Messwerte n auf dem
Interface entsprechen. Auf der anderen Seite ist aber die erforderliche Anzahl von Basisfunktio-
nen des in Abschnitt 4 eingefiihrten Systems fiir die Approximationsaufgabe 2n. Zur Losung die-
ses Problems man kann entweder eine andere fortgeschrittene Sampling-Methode (beispielsweise
Generalised sampling) verwenden, die es erlaubt, ein beliebiges Wiederherstellungsbasissystem
unabhingig von der Anzahl der Messwerte zu benutzen, oder man kann das Basissystem im Ab-
schnitt 4 so umformulieren, dass es fiir die Bestapproximation und fiir das Kopplungsproblem
besser geeignet wird. In [4] wurde eine Umformulierung der analytischen Losung gegeben.

Die analytische Losung aus (3.1) auf dem Interface ist:

v % ipk ik k -k .k
u(ra, @) = Z r [ak<1<e””2 +e""’7> + 5 (e—NPz _e—ﬂp(z—Z)) n
k=0,2...

Ny X
g
k=1,3...

Die alternative Darstellungsweise ist:

ax (Kei"’g — e_i"’§> + gdk (e_i"’g — e_i¢(§_2))] :

n—1

u(ra, @) =Y e 2. (5.4)

k=0

Das Basissystem {ei‘/’g} ist orthogonal auf [—27, 27] und kann einfach durch Division durch 2/7
normalisiert werden.
Ein linearer Operator .# : Ly(I'ap) — La(I'ap) verbindet die beiden Darstellungsweisen wie
folgt:

M ar—>c=M-a,

wobei a der Vektor der unbekannten Koeffizienten in (3.1) ist und ¢ der Vektor der unbekannten Ko-
effizienten in (5.4) ist. M ist die Transformationsmatrix und hat eine Grof3e von dim(M)=2n X 2n.
In [4] wurde bewiesen, dass die Determinante det(M) kann nicht gleich Null sein und deswegen
ist die Transformationsmatrix invertierbar fiir beliebige Anzahl von Kopplungsknoten auf dem In-

terface (Vn € N). Die Transformationsmatrix ist wie folgt gegeben:
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Die Formfunktionen von der alternativen Basis {e"”i}z:(l) (Variante 2) werden im nichsten Ab-

schnitt grafisch gezeigt. Fiir die weiteren Untersuchungen wird das Basissystem aus dem Abschnitt

4 aber mit n Basisfunktionen (Variante 1) betrachtet. Die Approximationsaufgabe und das Kopp-

lungsproblem werden auf dem Intervall [—27,27| untersucht, wobei das Orthonormalisierungs-

verfahren der Basisfunktionen mit expliziten Formeln gegeben werden kann. Die Transformati-

onsmatrix fiir das orthonormale Basissystem auf [—27,27] muss mit 2+/7 multipliziert werden.

5.1 Formfunktionen des analytischen Gebiets

Die Formfunktionen des analytischen Gebiets konnen wie folgt hergeleitet werden:

N114:ll<l’,([),1,0,-~' 70)7
NIZ4 :u(ra(paoala"' 70)7

N*=u(r,¢,0,0,---,1).

Die Verformungen im analytischen Gebiet kann dann auf der Basis dieser Formfunktionen darge-

stellt werden:

U(r,(p,U1,~~ 7Un) = ZN]?(I’,(P)U](
k=1

In den Abbildungen 5.1 und 5.2 werden die Formfunktionen vom analytischen Element auf dem

Interface fiir n = 5 (fiir Variante 1 und 2) gezeigt:
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Abbildung 5.1: Formfunktionen des analytischen Elements auf dem Interface I'ap fiir n = 5, Variante 1

.
4

Abbildung 5.2: Formfunktionen des analytischen Elements auf dem Interface I'zp fiir n = 5, Variante 2

Die Formfunktionen des analytischen Element werden in den Abbildungen 5.3 und 5.4 fiirn =35
dargestellt. Es kann festgestellt werden, dass jede Formfunktion den Wert 1 an dem entsprechen-
den Knoten und den den Wert O an den iibrigen Knoten hat und die Formfunktionen unstetig
beim Durchqueren der Risskanten und stetig an der Rissspitze sind. Diese Eigenschaft stimmt mit
dem mechanischen Modell der analytischen Losung fiir das Rissspitzennahfeld im Abschnitt 2.2
iberein, wobei die Verschiebungen auf dem gesamten Gebiet stetig sein miissen und beim Durch-
queren der Risskanten einen Sprung aufweisen. Dariiber hinaus konstruieren die Formfunktionen
eine Zerlegung der Eins auf dem gesamten Gebiet Q5 (Abbildungen 5.3f und 5.6g). Aus diesen

Griinden konnen die Formfunktionen fiir die FE-Approximation verwendet werden.

37



5 Mathematische Formulierung und Realisierung der approximationsbasierten gekoppelten
Methode

/

11
i

5
() ZN,?(r, @) ,Zerlegung der Eins
k=1

Abbildung 5.3: Formfunktionen des analytischen Elements auf dem gesamten Gebiet fiir n = 5, Variante 1
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Abbildung 5.4: Formfunktionen des analytischen Elements auf dem gesamten Gebiet fiir n = 5, Variante 2
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5.2 Formfunktionen der Kopplungselemente

Um die Formfunktionen der Kopplungselemente herleiten zu konnen, wird zunéchst ein lokales
Koordinatensystem (&, n) definiert [4]. Die Kopplungselemente T werden mithilfe dieser lokalen
Koordinaten beschrieben. Die Winkelkoordinate & dient zur stetigen Kopplung auf dem Interface
I'ap. Die zweite Koordinate 1) wird als linearer Interpolator zur Verbindung zwischen den Kopp-

lungselementen und den CST-Elementen verwendet.

X2 n
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Abbildung 5.5: Lokales Koordinatensystem (&, 1) fiir ein Kopplungselement T

Durch die folgenden Formeln kann das Mapping zwischen dem kartesischen Koordinatensystem

und dem lokalen Koordinatensystem eines Kopplungselements realisiert werden [4]:

x1 =ra cos& + (Rcos(ka) —ra cosé)n, n€0,1],

(5.5
x1 — Rcos(ka) , , ,
= —Rsin(ka)) + Rsin(ko —T, T
B Raosi) A6~ Rsin(ka)) £ Rsin(ka), & & [~
wobei R wie folgt gegeben ist:
ra+1
R= )
cos o
k=1,3,--- ,2N — 1, wobei N die Anzahl der Kopplungselemente ist,
o= ﬁ, wobei n die Anzahl der der Kopplungsknoten auf dem Intervall [O, g} ist.
n

Nun konnen die Formfunktionen der Kopplungselemente im Bezug auf dem lokalen Koordina-

tensystem hergeleitet werden. Die Herleitung erfolgt in zwei Schritten. Im ersten Schritt werden
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die Formfunktionen auf dem Interface I'ap bestimmt. Aufgrund der Konsistenzbedingung (5.3)
stimmen die Formfunktionen der Kopplungselemente mit der Formfunktionen des analytischen
Elements auf I'sp tiberein. Fiir die Kopplungselemente wird aber die Koordinate ¢ durch die Ko-

ordinate & ersetzt:

NIT = N?(rAaé)v
Ny = Nj (ra, §), 56

Ny =Ny (ra ).

Im zweiten Schritt wird jede Formfunktion in (5.6) mit einem linearen Interpolator 1 € [0, 1] mul-

tipliziert. Zusitzlich dazu wird ein lineare Funktion hinzugefiigt:

(5.7)

Die vorgeschlagenen Formfunktionen in (5.7) sind stetig auf dem Interface I'ap zwischen der
analytischen Losung und der FE-Losung. Durch die konstruierten Formfunktionen von dem analy-
tischen Element, den Kopplungselementen und den CST-Elementen ist eine globale C” Stetigkeit

gewdhrleistet.
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Abbildung 5.6: Formfunktionen der Kopplungselemente fiir n =5,
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5.3 Algorithmus zur Losung des approximationsbasierten

Kopplungsproblems

Die Bearbeitungsschritte zur Realisierung der approximationsbasierten Kopplung kann folgender-
malen zusammengefasst werden:

1. Radius des analytischen Gebiets rp festlegen;

2. Anzahl der Kopplungselemente bestimmen;

3. Wahl eines Basissystems fiir die Approximationsaufgabe (mit n Basisfunktionen);

4. Das gewihlte Basissystem orthonormalisieren;

5. Konsistenzbedingung (konsistentes Sampling) anwenden;

6. Formfunktionen des analytischen Elements und der Kopplungselemente herleiten.

5.4 Nummerierung der Systemknoten

Ein anderes maB3gebliches Problem bei der Methode der finiten Elemente ist die Knotennumme-
rierung. Die globale Knotennummerierung hat einen wesentlichen Einfluss auf die Anzahl der Re-
chenoperationen zur Losung des linearen Gleichungssystems. Aus diesem Grund ist es bei groflen
Systemen wichtig, die Knotennummerierung im Sinne einer geringen Bandbreite moglichst opti-
mal zu wihlen. Daneben ist die Konditionszahl der globalen Steifigkeitsmatrix von der gewihlten
Nummerierung abhingig, was eine mafigebende Rolle fiir die Stabilitiat des Losungsverfahrens
spielt.

Die in [4] vorgestellte Strategie zur Knotennummerierung wird fiir diese Arbeit iibernommen. Bei
dieser Strategie wird mit dem Spezialelement (analytisches Element mit den Kopplungselementen)
gegen den Uhrzeigersinn angefangen, ohne die Knotennummerierung zu optimieren, da die Mini-
mierung der Rechenzeit kein Schwerpunkt fiir diese Arbeit ist. Ein Beispiel fiir die verwendete
Nummerierung wird in Abbildung gezeigt. Sobald die Formfunktionen von den verwendeten Ele-
menten bekannt sind und die Knoten nummeriert werden, kann mit dem Aufstellen der globalen
Steifigkeitsmatrix und linearen Gleichungssystems angefangen werden. Fiir diesen Zweck wird ein

Programm, welches im Rahmen der Promotion [4] entwickelt wurde, als eine Vorlage verwendet.
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Methode
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Abbildung 5.7: Ein Beispiel fiir Knotennummerierung
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6 Numerische Simulationen mit der entwickelten Methode

Nachdem in den vorherigen Abschnitten die theoretischen Grundlagen und die fiir die approxi-
mationsbasierte Kopplung verwendeten mathematischen Werkzeuge vorgestellt wurden, werden
in diesem Abschnitt numerische Simulationen durchgefiihrt. Es wird Plausibilitit der Ergebnisse
der Simulationen iiberpriift. Bei dem gewdéhlten Randwertproblem wird die Simulationen mit vier
Kopplungselementen und fiir den Fall Ny = 3 |, N, = 4 durchgefiihrt und grundlegender Fragen wie
beispielsweise die Stetigkeit der Verformungen auf dem Interface I'ap und Spannungsverteilung

betrachtet.

A A P
Fp A
|
I'.
J I, a
C .
Riss
I
L \J
a

< »
<« >»

Abbildung 6.1: Randwertaufgabe des ersten Beispiels

Die Randbedingungen sind wie folgt definiert:

u=0, auf I,
6, =0, auf I,

(6.1)
c,=0, auf I,

o, =p, auf I,

Fiir die numerischen Simulationen kommt Beton C60/75 mit den folgenden Materialparametern
zum Einsatz: E.,, = 39-10° N/mm? , v =0.2.
Die Betonscheibe hat Abmessungen von (a X a = 20mm x 20mm) und wird mit einer konstanten

Zugspannung p = 80 N/ mm? belastet. Dabei wird der ebene Dehnungszustand betrachtet.
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6 Numerische Simulationen mit der entwickelten Methode

6.0.1 Stetigkeit der Verformungen auf dem Interface I'yp

Aufgrund der angesetzten Konsistenzbedingung sind die Verformungen des analytischen Elements
und der Kopplungselemente auf dem Interface stetig. Die Abbildung 6.2 zeigt diese Stetigkeit,
wobei ua die Verformungen des analytischen Elements und u,. die Verformungen der Kopplungs-

elemente sind.
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Abbildung 6.2: Stetigkeit der Verformungen auf dem Interface I'ap

6.0.2 Vergleich der Verformungen zwischen der Methode der approximationsbasierten
Kopplung und der Methode der interpolationsbasierten Kopplung auf I'p

Es wird zuniichst beiden Methoden grafisch gegeniibergestellt. Beide Methoden weisen gute Uber-
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6 Numerische Simulationen mit der entwickelten Methode
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Abbildung 6.3: Vergleich der Verformungen auf dem Interface I'ap zwischen der Methode der approxima-
tionsbasierten Kopplung und der Methode der interpolationsbasierten Kopplung

einstimmung beziiglich der Verformungen in Achse-1 auf. In der anderen Richtung zeigt die Me-

thode der approximationsbasierten Kopplung groflere Verformung.

6.0.3 Spannungen auf dem analytischen Gebiet Q,p

8 500
600
0 ‘ : ‘ ‘ ‘
4001 0.1 0.2 ) 0.3 0.4 0.5
-5001
200

-10001
m _3m m Oz = 3n = 15001
T 2 200 2 4 -1500
g
~4001 -20001
6001 -25001
|_611 %% T %% l_ Sy _622_612‘
(a) Fir r=ry (b)Fir o =17

Abbildung 6.4: Spannungen im analytischen Gebiet

An der Rissspitze ist es nach dem mechanischen Modell zu erwarten, dass die Spannungen o711, 627
und o7, gegen unendlich gehen. In der Abbildung 6.4b ist es offensichtlich, dass die Simulations-

ergebnisse diese Voraussetzung erfiillen.
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6 Numerische Simulationen mit der entwickelten Methode

6.1 Spannungen bei den Kopplungselementen

In der Abbildung 6.5 wird die Spannungsverteilung bei den Kopplungselementen auf dem Intervall
I'ap (n = 0) dargestellt:

200
) \\\\\\\\__;
1001

10001 “
800 0t : : : ‘ ‘ ‘ ‘

600 oo, § 16 4 16 8 \6
4001
-2001
200
0 : : ‘ -3001
/f3_ T 3T9wIn n
2001 8§ 16 4 16 8 102 400,

|—G -—0,, ——0

22 12

(a) Spannungen bei dem ersten Kopplungselement auf (b) Spannungen bei dem ersten Kopplungselement

Intervall [0,5], 1 =0 auf Intervall [§, 7], =0
1200
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1000-
-120 200,
-100
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160
S — T EEEE— —
n_ 15z 13z _llz 97 = _r 7n 3n 5z ¢ 3n m m O
16 16 16 16 2 2 16 8 16 4 16 8 16
3 3

6,, ——O0O

1 » 12 | T S N
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(c) Spannungen bei dem ersten Kopplungselement auf (d) Spannungen bei dem ersten Kopplungselement
Intervall [-7,—%| n =0 auf Intervall [—%,0] n =0

Abbildung 6.5: Spannungsverteilung bei den Kopplungselementen auf dem Interface I'ap

6.1.1 Spannungsverteilung in der untersuchten Scheibe

Der Gegenstand dieser Arbeit ist es, die entwickelte Methode beziiglich der resultierenden Verfor-
mungen (mit einer globalen C° Stetigkeit) zu untersuchen. Fiir die praktischen Anwendungen ist

aber auch die Qualitit der Berechnung und der Darstellung von den Spannungen von entscheiden-
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6 Numerische Simulationen mit der entwickelten Methode

der Bedeutung, was eine wichtige Frage fiir kiinftige Untersuchungen sein sollte. An dieser Stelle

wird die Spannungsverteilung von dem rein akademischen Beispiel grafisch dargestellt. Die Span-

- 320 N /mm? - —149 N /mm?*

(a) Spannungsverteilung o

. 382 N /mm? . —138 N/mm?

(b) Spannungsverteilung 02,

Abbildung 6.6: Spannungsverteilung in der untersuchten Scheibe

nungswerte iiberschreiten deutlich die Druck- und Zugfestigkeit des Betons (f.x = 60 N /mm? und
ferm = 4.4 N/mm?), da das Stoffgesetz linear elastisch ist und die angesetzte Belastung hoch ist.
Die maximalen Spannungen ( 077 und 0>7) sind im Bereich der Singularitit, wie in der Abbildung
6.6 gezeigt wird, und der mittlere Bereich des vertikalen rechten Rands wird unter Druckspannung
02, belastet (Abbildung 6.6b) und im Bereich der Rissrindern treten minimale Spannungen auf,

was als plausible Beobachtungen fiir die Spannungsverteilung beurteilt werden kann.
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7 Auswertungen, Zusammenfassung und Ausblick

Das Hauptziel der vorliegenden Arbeit war es, eine stetige Kopplung zwischen der ananlytischen
und numerischen Losung von Randwertaufgaben mit Singularitdten zu realisieren. Durch die inter-
polationsbasierte gekoppelte Methode kann eine globale C” Stetigkeit erzielt werden. Fiir diesen
Zweck wird ein spezielle finite Element (Kopplungselement) verwendet, das die Stetigkeit der
Losung sowohl mit dem analytischen Element als auch mit den normalen CST Elementen gewéhr-
leistet.

Die interpolationsbasierte gekoppelte Methode ist zwar fiir beliebige Knotenanzahl auf dem In-
terface I'ap anwendbar, aber es konnte durch die Untersuchung von der Interpolationsmatrix und
numerische Simulationen festgestellt werden, dass sie schlecht konditioniert ist.

Um das Problem mit den numerischen Instabilitdten zu bewéltigen, wurde eine approximationsba-
sierte Kopplungsmethode entwickelt und untersucht. Die Stabilitit dieser Methode wurde anschlie-
Bend anhand der Untersuchung von der Gramschen Matrix des verwendeten Basissystems auf zwei
Intervallen [—7, 7] und [-27,27| beurteilt. Die Gramsche Matrix auf dem Intervall [—27,27] hat
einen giinstigeren Konditionszahl in der Abhiingigkeit von der Anzahl der Kopplungsknoten auf
dem Interface aufgewiesen. Um die dazu gehorigen numerischen Instabilititen ausschliefen zu
konnen wird das Basissystem mit Hilfe vom Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren
auf beiden Intervallen orthogonalisiert. Das orthogonale Basissystem ldsst sich auf dem Intervall
[—2m, 27| mit expliziten Formeln schreiben.

Die Methode des konsistentes Sampling, die hiufig in der Nachrichtentechnik verwendet wird,
wurde zur Realisierung von der approximationsbasierten Kopplung herangezogen. Eine Beschrin-
kung dieser Methode ist es, dass die Anzahl der Sampling-Basisfunktionen muss gleich der Anzahl
der Wiederherstellungsbasisfunktionen sein. Das hat dazu gefiihrt, dass das eingefiihrt Basissys-
tem (mit 2 n Basisfunktionen) nur mit n Basisfunktion verwendet werden kann.

Zur Losung diese Problems wurde ein alternatives Basissystems (Variante 2) vorgestellt. Fiir die
Verwendung dieses Basissystems ist aber eine Transformationsmatrix M notig und bei der Ortho-
gonalisierung des Basissystems auf dem Intervall [—7, 7] kann die Herleitung von dieser Matrix
kompliziert und aufwendig sein.

Die Formfunktionen wurden anschlieBend fiir die beiden Varianten hergeleitet und grafisch (fiir
n = 5) dargestellt und wurde gezeigt, dass diese Funktionen die Anforderungen an den Formfunk-
tionen erfiillen und kénnen somit fiir die FE-Approximation verwendet werden.

Anhand numerischer Simulationen, die mit der Variante 1 (mit Orthogonalisierung auf dem Inter-
vall [-2m,27x]) durchgefiihrt wurden, wurden die grundlegenden Fragen (Beispielsweise: Stetig-
keit der Verformungen auf dem Interface I'ap, Spannungen auf dem analytischen Gebiet) iiber-
priift.

In dieser Arbeit wurde eine alternative gekoppelte Methode entwickelt. Es ist notwendig, die Kon-
vergenz dieser Methode sowohl theoretisch als auch numerisch zu untersuchen und dann mit der

interpolationsbasierten gekoppelten Methode zu vergleichen. Die Untersuchung von der numeri-
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7 Auswertungen, Zusammenfassung und Ausblick

schen Konvergenz der Methode kann anhand eines Beispiel mit einer schon bekannten analytischen
Losung durchgefiihrt werden. Es ist auch sinnvoll, die approximationsbasierte Kopplungsmethode
mit verschiedenen Basissystemen (Beispielsweise: Variante 1 mit Orthogonalisierung auf [—7, 7|
und auf [—27,27] und Variante 2 mit Orthogonalisierung auf [—7, 7] und auf [—27,27]) zu un-
tersuchen, um das optimale Basissystem fiir diese Methode zu bestimmen.

Eine wichtige Fragestellung fiir die kiinftigen Untersuchungen ist es, eine fortgeschrittene Sampling-
Methode zu verwenden. Mit dieser Sampling-Methode kann man die Anzahl Wiederherstellungs-
basisfunktionen unabhéngig von der Anzahl der Sampling-Basisfunktionen wéhlen.

Weitere Frage wire es eine andere numerische Methode wie zum Beispiel X-FEM oder GFEM zu

verwenden.
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