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1 FEinleitung

1 Einleitung

In dieser Arbeit wollen wir uns mit den Quadriken beschiftigen. Quadriken stel-
len eine bedeutende Gruppe geometrischer Objekte dar. Sie werden in der Physik,
Computergrafik, Fotoverarbeitung, Modellierungs- und Visualisierungsprogrammen
angewendet. Unter einer Quadrik verstehen wir in einem n-dimensionalen Raum die
Punktmenge, deren Koordinaten einer quadratischen Gleichung geniigen.

iiaijxixj +ibz$1+cz 0, aij,bi,ce R. (]_]_)
=1

i=1 j=1

Im zweidimensionalen Raum n = 2 bildet eine Quadrik eine Kurve in der Ebene.
Dabei handelt es sich um Kegelschnitte. Sie umfassen Kreise, Ellipsen, Hyperbeln
und Parabeln. Fin Kegelschnitt entsteht beim Schnitt eines geraden Doppelkreis-
kegels (Rotationskegels) mit einer Ebene. Mit Kegelschnitten beschiftigte man sich
bereits im Altertum. Die Kegelschnitte wurden 200 Jahre vor Christus erwihnt und
systematisch untersucht, als Apollonios von Perge seine bedeutendste Studie Koni-
ka ("Uber Kegelschnitte") durchfiihrte. Die Darstellung von Kegelschnitten durch
Koordinatengleichungen wurde nacher von Fermat und Descartes vorgestellt. Die Be-
grifflichkeit ist auf Apollonios von Perge zuriickzufiihren. In der Astronomie haben
Kegelschnitte eine besondere Bedeutung. Die Bahnen zweier miteinander wechsel-
wirkender Himmelskorper sind nach dem von Isaac Newton formulierten Gravitati-
onsgesetz gendherte Kegelschnitte. Wenn sie sich in die gleiche Richtung bewegen,
hinterlassen sie eine elliptische Form. Wenn sie sich getrennt bewegen, bewegen sie
sich in parabolischer oder hyperbolischer Form. Fiir n = 3 ergibt sich eine qua-
dratische Flache im Raum, die manchmal auch Fliche zweiten Grades oder Fliche
zweiter Ordnung genannt wird. Im dreidimensionalen Raum ist eine Quadrik die
Losungsmenge einer quadratischen Gleichung mit drei Variablen. Es gibt dabei eine
wesentlich grofere Vielfalt der Quadriken als in der Ebene. Flachen zweiter Ordnung
werden vor allen Dingen in der projektiven und der analytischen (Geometrie unter-
sucht. Sie finden in der Technik und den Naturwissenschaften viele bedeutungsvolle
Anwendungen.

Wir behandeln im Folgenden die QQuadriken in der Ebene und im Raum. Damit
zusammenhéngend wird die Klassifizierung der Quadriken aus der Betrachtung von
Koeffizienten untersucht. Dazu brauchen wir einige Definitionen und Sitze. Insbe-
sondere die Hauptachsentransformation werden wir in dieser Arbeit benutzen. Jede
Quadrik ldsst sich durch eine Hauptachsentransformation auf eine der Normalfor-
men transformieren. Der nichste Abschnitt ist eine kurze Wiederholung der Kurven
zweiter Ordnung. Dabei werden die eigentlichen Kegelschnitte (Ellipse, Parabel, Hy-
perbel) mit ihren geometrischen Eigenschaften diskutiert. Anschliefend werden im
Hauptteil die Flichen zweiten Ordnung und ihre grafische Darstellung sowie die
geometrischen Eigenschaften ausfiihrlich beschrieben. Zum Schluss werden einige
konkrete Anwendungsbeispiele der Quadriken in der Technik und dem alltdglichen
Leben gegeben.
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2 Kurven zweiter Ordnung - Geometrische
Eigenschaften

Die einfachsten gekriimmten ebenen Kurven sind die sogenannten Kegelschnitte. Sie
lassen sich durch algebraische Gleichungen zweiten Grades beschrieben und werden
deswegen als Kurven zweiter Ordnung bezeichnet.

Definition: Fine Kurve zweiter Ordnung in der Ebene ist die Menge aller Punkte
P(z,y), deren Koordinaten die allgemeine Kegelschnittsgleichung erfiillen.

CL11[L’2 + 2a12:z:y + a22y2 + bllL’ + bgy +c=0 (21)

Beziiglich der Eigenwerte der symmetrischen Matrix A = {ZH 212] sind folgende
12 22

Félle moglich:

1. Ellipse: Die beiden Eigenwerte haben das gleiche Vorzeichen.

2. Hyperbel: Die beiden Eigenwerte haben unterschiedliche Vorzeichen.
3. Parabel: Ein Eigenwert ist gleich Null.

2.1 Ellipse

Definition: Eine FEllipse mit den Halbachsen a > 0 und b > 0 ist die Menge aller
Punkte P(z,y), bei denen die Summe der Abstdnde zu den zwei gegebenen festen
Punkten, den Brennpunkten F; und F,, den konstanten Wert 2a hat.

ell = {X € R?||XF| + |[XFy| = 2a} .

Ellipsengleichung in Normalform

Wir wihlen das Koordinatensystem so, dass die Brennpunkte F; und F5 symmetrisch
zum Ursprung auf der z-Achse liegen, d.h. Fi(—e,0) und Fy(e,0). So sagt man die
Ellipse befindet sich in erster Hauptlage.
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Abbildung 1: Ellipse in erster Hauptlage.

Dabei ist
M(0,0) Mittelpunkt
Fi(—e,0), Fy(e, 0) Brennpunkt
A(—a,0), B(a,0) Hauptscheitel
C(0,b), D(0, —b) Nebenscheitel
AB Hauptachse
CD Nebenachse
a grofse Halbachse
b kleine Halbachse
e lineare Erzentrizitdt.

Satz 2.1 Die Punkte P(x,y) einer Ellipse in erster Hauptlage erfiillen die Glei-
chung.

.73'2 yQ
StE=1 (2.2)

Diese Gleichung l4sst sich in Form einer quadratischen Gleichung wie (2.1) umstellen.

vr? + a’y? — a’b* =0

Wir kénnen also die Gleichung (2.1) immer in die Form (2.2) bringen, wenn die
Eigenwerte der Matrix A gleiches Vorzeichen haben. Durch Drehung des Koordina-
tensystems werden die gemischt-quadratischen Glieder beseitigt. Die Faktoren vor
den rein-quadratischen sind dann beide positiv. Anschlieffend lassen sich die linearen
Terme durch Verschiebung des Koordinatensystems eliminieren.
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Herleitung der Ellipsengleichung

Durch Aufsummieren der Absténde, die ein Punkt von den beiden Brennpunkten
hat, wird die Gleichung (2.2) hergeleitet. Im Punkt A(—a,0) und B(a,0) kénnen
wir den Wert 2a erkennen. Unter Exzentrizitdt e verstehen wir den Abstand der
Brennpunkte zum Mittelpunkt. Es ist ein Mak fiir die Abweichung einer Ellipse
von einem Kreis. FEine Ellipse kann ein Kreis sein, wenn sie eine Exzentrizitdt von 0
besitzt. Zwischen der Exzentrizitdt und den Halbachsen besteht der Zusammenhang,
der nach dem Satz von Pythagoras zu erkennen ist

e =a® — b

Die Summe der Abstinde von P zu den Brennpunkten ist 2a:  |Fy P|+|FyP| = 2a.

Ve+e+y2+/(z—e2+y?>=2a

Vet =20 @t Pt
(x—e)? +y* =4a® —dar/(z +e)2 +y2 + (v +e)* + 3

2% — 2ex + e + 9 = 4a® — dar/2? + 2ex + € + y? + 27 + 2ex + % + o

4a* + dex = dar/x? + 2ex + €2 + 2
a2+ex:a\/m2+26x+62+y2

a* 4 2a’ex + e2x? = a®(2* + 2ex + € + 1?)

a* + 2d%ex + €22 = a*x? + 2a*ex + a*e? + a*y?
at — a2e? = 22 — 22? + a2y

a2(a2 _ 62) _ 132(&2 . 62) +a2y2‘

Durch Einsetzen von a? — e? = b? folgt:

a2b2 — ZE2b2 + a2y2

= b2’ + a2y2 = a?p?

oder

2?2y
2 + » =1.

Um zu bestimmen, ob ein Punkt P innerhalb, aufserhalb oder auf der Ellipse liegt,

miissen wir die Koordinaten des Punktes P in die Ellipsengleichung in Normalform

einsetzen. Wenn das Ergebnis grofer als 1 ist, liegt der Punkt P auferhalb der

Ellipse. Wenn das Ergebnis kleiner als 1 ist, liegt der Punkt innerhalb der Ellipse.

Und wenn wir 1 bekommen, liegt dieser Punkt genau auf der Ellipse.



2 Kurven zweiter Ordnung - Geometrische FEigenschaften

Gleichung der Tangente im Punkt T einer Ellipse

Satz 2.2 Sei T'(zr, yr) ein Punkt der Ellipse mit der Gleichung:

22 P

2 + 2 =1.
Dann beschreibt die folgende Gleichung die Tangente an die Ellipse im Punkt T.
Tor | yyr

oty =1 (2.3)

bzw.

t:Varx + a®yry = a®b?.

Diese Gleichung ist die Spaltform der Tangentengleichung.

Beweis: Die Herleitung der Tangentengleichung kénnen wir Schritt fiir Schritt er-
arbeiten. Die Tangente hat als Gerade die allgemeine Gleichung:

y=kxr+d.

Dabei ist k£ die Steigung der Gerade. Der Parameter d kann ermittelt werden, indem
wir die Koordinaten des Punktes T'(xz7,yr) einsetzen.

yr = kxr +d
d:yT—lmT.

Diesen Ausdruck fiir d kénnen wir wieder in die Geradengleichung einsetzen.
y = kx + (yr — kxr).
Die Tangentengleichung in T'(zr, yr) erhalten wir durch Umformen.
y =yr+ k(x — 7).
Die Steigung k£ wird durch implizites Differenzieren aus der Ellipsengleichung ermit-

telt.

2y
@ e !
e + a%y® = a2b?
20%x + 2a*yy’ =0
, bx
Y

Die Steigung k im Punkt T'(x7, yr) betriagt daher:

bzl’T

a’yr

k= y/(xTny> = -



2 Kurven zweiter Ordnung - Geometrische FEigenschaften

Damit konnen wir die Tangentengleichung durch Einsetzen herleiten.

Durch Multiplizieren und Erweitern wird die Gleichung umgeformt.
a*yry = a*y3 — b*xp(z — 27)
a*yry = a*y3 — b*apx + b2as

Varr + a’yry = a’ys + b2k
Der Punkt T'(zr, yr) liegt auf der Ellipse und erfiillt die Ellipsengleichung.
a’ys + b*ar = a*b.
Die Tangentengleichung im Punkt T'(x7, yr) ldsst sich somit herleiten.
bV err + a*yry = a’b’.

Wir haben zum Beispiel eine Ellipse:

Der Punkt 7'(3,2v/3) liegt auf dieser Ellipse, denn g—z + 43 =1

42
Die Tangentengleichung an die Ellipse im Punkt T ist nach dem Satz 2.2 zu bestim-
men.
3z 2\/§y
t: @ =+ 42 =1 bzw.
t: 2z +3v3y —24 = 0.

Parameterdarstellung

Satz 2.3 Fiir eine Ellipse in erster Hauptlage haben wir die Parameterdarstellung

oft) = m - [a'“’”} , t € [0,27). (2.4)

Y b-sint

Die Punkte geniigen offenbar V¢ der Ellipsengleichung (2.2).

22 y>  (a-cost)*> (b-sint)? 9 9
¥+b_2: = + = =cos“t+sin“t =1

Zum Beispiel beschreibt die folgende Gleichung

D) -] reon

Y
eine Ellipse mit dem Mittelpunkt M (0,0) und den Halbachsen a = 7 und b = 5.
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Herleitung der Tangentengleichung aus der Parameterdarstellung

Die Tangente an die Ellipse in einem Punkt ldsst sich aus der Parameterdarstellung
herleiten. Dabei wird die Steigung durch Differenzieren der beiden Parameter in der
Parameterdarstellung ermittelt.

An dem Beispiel im letzten Abschnitt:

.TQ y2
@—FE:L

soll die Tangentengleichung im Punkt 7'(3,2/3) bestimmt werden. Diese Ellipse
hat die Parameterdarstellung:

x| |6cost

y|  |4sint]|’

| |—6sint
y'| | 4cost |
Der Punkt 7'(3,2+/3) liegt auf dieser Ellipse, deshalb
x| |6cost| | 3
y| — |4sint| — [2v3
1
N cost| |3
i) - L)
Damit bekommen wir den Tangentenvektor im Punkt 7°(3,24/3).
x| |—6sint
y'| | 4cost
_ [ _[-62] _ [-3v3]
Yy 43 2

Die Tangentengleichung an die Ellipse im Punkt 7'(3,24/3) hat die Form:

Die Ableitungen lauten:

t:2x+3\/§y+m20
2-34+3vV3-2V3+m=0 =m=—24
=t:20+3V3y—24=0.

2.2 Hyperbel

Definition: Eine Hyperbel mit den Parametern a > 0 und b > 0 ist die Menge
aller Punkte P(z,y) , bei denen die Differenz der Abstdnde von den zwei gegebenen
festen Punkten, den Brennpunkten F; und F5, den konstanten Wert 2a hat.

hyp = {X € R?||XFy| - [XF3| = 2a} .

10
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Hyperbelgleichung in Normalform

Wir wiahlen das Koordinatensystem so, dass der Koordinatenursprung in den Mit-
telpunkt der Verbindungslinie der beiden Brennpunkte Fj(—e,0) und Fi(e,0) (den
Mittelpunkt der Hyperbel) gelegt wird und die Abszissenachse mit der groken Hyper-
belachse zusammenfillt. So sagt man die Hyperbel befindet sich in erster Hauptlage.

Abbildung 2: Hyperbel in erster Hauptlage.

Dabei ist
M(0,0) Mittelpunkt
K Brennpunkt
A(—a,0), B(a,0) Hauptscheitel
C(0,b), D(0, —b) Nebenscheitel
AB Hauptachse
CcD Nebenachse
a grofse Halbachse
b kleine Halbachse
e lineare Ezzentrizitdt.

Charakteristisch fiir Hyperbeln sind ihre Asymptoten. Die Asymptote ist eine Kurve
(hdufig sogar eine Gerade), an die sich der Graph einer Funktion immer mehr anné-
hert, ohne sie zu schneiden. Anndhert bedeutet dabei, dass der Abstand zwischen
der Asymptote und dem Funktionsgraphen beliebig klein wird.

Die beiden Asymptoten einer Hyperbel schneiden sich im Mittelpunkt und haben

11
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die Steigung von ig.

Satz 2.4 Die Punkte P(x,y) einer Hyperbel in erster Hauptlage erfiillen die Glei-
chung

ZCQ y2

Diese Gleichung ldsst sich ebenfalls in Form einer quadratischen Gleichung wie (1.1)
umstellen.

vz? — a*y? — a?? = 0.

Zwischen der Geometrie und der Algebra besteht ein Zusammenhang. Die Gleichung
(2.1) kann immer in die Form (2.2) iiberfiihrt werden, wenn die Eigenwerte unter-
schiedliche Vorzeichen haben. Die nach der Drehung verbleibenden linearen Terme
werden weiterhin durch Verschiebung des Koordinatensystem beseitigt.

Herleitung der Hyperbelgleichung

Fiir die Herleitung der Hyperbelgleichung betrachten wir den Fall einer Hyperbel,
die sich in erster Hauptlage befindet. Die Herleitung erfolgt aus der Differenz der
Absténde, die ein Punkt von beiden Brennpunkten hat und wird in analoger Weise
wie bei den Ellipsen durchgefiihrt. Zwischen der Exzentrizitat und den Halbachsen
besteht der Zusammenhang, der nach dem Satz von Pythagoras zu erkennen ist.

e? = a® +b*.
Die Absténde des Punktes P(xz,y) zu den beiden Brennpunkten F; und F;, betragen:
P = Gt P
P =/(r —e)?+ 2.
Laut Definition gilt: Die Differenz dieser Abstédnde ist 2a.
[FLP| = [F,P| =2a
Vet P+ - Va— P+ =2
Vie+e)r 2+y?=2a++(r—e)?+y?
(x4e)?+y* =4a® +4a/(x —e)?2 + 42 + (x — e)? + ¢
ze —a® = —av/x + 2ex + e + 12
(ze — a®)? = a*(z + 2ze + €* + y*)

23(e* — a?) — a*y? = d®*(e* — d?).

Durch Einsetzen von e? — a? = b? folgt:

22b? — y2a® = a?b?  bzw.
vy
a2 B2

12
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Gleichung der Tangente im Punkt T einer Hyperbel

Satz 2.5 Sei T'(x7,yr) ein Punkt der Hyperbel mit der Gleichung;:

1’2 y2_1
a2

Dann beschreibt die folgende Gleichung die Tangente an die Hyperbel im Punkt T

Trrr  Yyr
Analog zu Ellipsen wird die Tangentengleichung der Hyperbel wie folgt hergeleitet.
Die Tangente hat als Gerade die Gleichung

y = kx +d.
Wir setzen die Koordinaten des Punktes T'(x7, yr) ein.

yr = kxpr +d
d=yr — kxrr
=y = kx + (yr — kar)
Yy =1yYr + k‘(x —IT).
Die Steigung k wird durch implizites Differenzieren aus der Ellipsengleichung ermit-
telt.
22
2B
p2p2 a2y2 — 42

0% — 2a*yy’ =0

=1

. bx
y - Cl2y
beT
= k=1 (2r, = )
y'(zr,yr) atyr
Die Gleichung der Tangente in T:
bQ.CL'T
Yy=1yr + a2yT (‘T - xT)

a*yry = a*yr + b*xp(x — x7)
a*yry = a*yy + b*xpx — b2,
Vapr — a’yry = b%23 — a*yr = a*b*  baw.

rxT ny_l
w2

13
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Parameterdarstellung

Satz 2.6 Die Parameterdarstellung einer Hyperbel, die sich in erster Hauptlage
befindet, erhélt man tiber hyperbolische Funktionen (die daher ihren Namen be-
kommen haben):

=[5 = 5] teR 2.1

Die hyperbolischen Funktionen sind wie folgt definiert:

1
sinhz = —(e* —e™™)
1 _
coshz = 5(6I +e 7).
Thre Ableitungen lauten:

— sinh z = cosh x
dz

— cosh x = sinh z.
dx

Die Punkte geniigen offenbar der Hyperbelgleichung (2.4).

z>  y?>  a®-cosh’t b%-sinh’t

a2 b? a? b2

1
(er 4 e—x)Q o Z(ez _ 6—x)2

((e"+e ™) +(e"—e ™) ((e"+e %)= (e"—e ™))

e Bl e

-2e" - 2e77 = 1.

Den Anstieg der Asymptoten kénnen wir aus der Parameterdarstellung erkennen.

.yt . b-sinht b
lim —~ = lim +——— = +—.
t—oo x(t) t—oo  a-cosht a

Ein Beispiel sehen wir hier. Die Parameterdarstellung
x 3cosht
Cﬁg_ [y} N {5sinht} ’ teR.

beschreibt eine Hyperbel. Die z-Werte werden nicht kleiner als 3. In diesem Beispiel
wird also nur der rechte Ast definiert. Die Asymptoten haben die Steigungen :I:%
und schneiden sich im Punkt M (0,0). Die Gleichung der Hyperbel lautet

14
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Herleitung der Tangentengleichung aus der Parameterdarstellung

Gegeben ist eine Parameterdarstellung des rechten Astes der Hyperbel "5—2 — z—j =1

x a - cosht
[y} N [b-sinht] ’ LeR.

Aus der Parameterdarstellung lasst sich der Tangentenvektor im Punkt 7" (z(to), y(to))
ermitteln:

=i _ {x’(to)} _ {a-sinhto}

Y (to) b - cosht

Die Steigung betragt:

b b-coshty

b-sinhty, a2 yp

b b-a-coshty, V> zp
a-sinhty a a

Die Tangente im Punkt 7" hat somit die Gleichung:

b2 IT( )
— = — .. — . (x—x
Yy—Yr 2 yr T
yyr —yr _ arr —af
b? N a?
2 2
rrr  Yyr Tp  Yp
@ e »?
rxT ny—l
@

2.3 Parabel

Definition: Eine Parabel ist die Menge aller Punkte P(x,y), bei denen der Abstand
zu einem festen Punkt, dem Brennpunkt F', und zu einer gegebenen Geraden, der
sogenannten Leitlinie [, den gleichen Wert hat. Dabei beschreibt der Parameter
p > 0 den Abstand zwischen F' und I.

par = {X e R*| X1 =XF}.

Parabelgleichung in Normalform

Satz 2.7 Die Gleichungen der Parabeln in allen 4 Hauptlagen lauten:

2
y° = +£2px
- (2.8)
x° = £2py.

Dabei wird das Koordinatensystem so gewéhlt, dass der Scheitelpunkt der Parabel
genau auf dem Koordinatenursprung liegt und die Parabel wird symmetrisch zu den
Koordinatenachsen gelegt. Die unterschiedlichen Vorzeichen in den Formeln passen
zu den unterschiedlichen Parabeldsten. Ein Parabelast kann nach links, rechts, oben

oder unten geoffnet sein.
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2 Kurven zweiter Ordnung - Geometrische FEigenschaften

p=
-

Abbildung 3: Nach rechts gedffnete Parabel in erster Hauptlage.

Man nennt
F Brennpunkt
A Scheitelpunkt
[ Leitlinze
p=LF Parameter.

Wir konnen die Gleichung (2.1) immer in die Form (2.2) bringen, wenn ein Eigen-
wert gleich Null ist. Durch Drehung des Koordinatensystems werden die gemischt-
quadratischen Glieder beseitigt. Es verbleibt nur noch ein quadratischer Term. Der
lineare Term lasst sich dann durch Verschiebung beseitigen.

Herleitung der Parabelgleichung

Zur Herleitung der Gleichung aus der Definition betrachten wir den Fall einer nach
rechts gedffneten Parabel.

Der Punkt P(x,y) hat einen Abstand von d; = x + £ von der Leitlinie /. Zwischen
dem Brennpunkt F und dem Punkt P(z,y) besteht der Abstand von

(R

Da die beiden Absténde d; und ds gleich grof sind, folgt

82_<_B>2 2
(:c+2>—:c 5 +vy
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2 Kurven zweiter Ordnung - Geometrische FEigenschaften

Gleichung der Tangente im Punkt T einer Parabel

Satz 2.8 Sei T'(zr, yr) ein Punkt der Parabel mit der Gleichung:
fy? = 2pz.

Dann beschreibt die folgende Gleichung die Tangente an die Hyperbel im Punkt T

yry = p(x + 7). (2.9)
Beweis Die Gleichung der Tangente von f im Punkt 7" hat die Form:

y =yr+ k(x — 7).

Die Steigung k£ wird durch implizites Differenzieren aus der Parabelgleichung ermit-
telt.

y2 = 2px
2yy' =2p
y ="
y
= k=1 (zr,yr) = 2.

yr

Somit kénnen wir die Tangentengleichung herleiten.
y:yT+£(x_$T)
Yyr
yry = v + p(z — w7
yry = 2pxr + pr — prr
yry = prr + pr
= yry = p(z + 7).

17



3 Flidchen zweiter Ordnung

3 Flachen zweiter Ordnung

Definition: Eine Fliche zweiter Ordnung ist die Menge aller Punkte eines dreidi-
mensionalen Raumes, deren Koordinaten einer quadratischen Gleichung geniigen.

a1 T2 +a90y? +a3322+2019 Y 42003y 2+ 2a132 2420142+ 2024 y+2a54 2+a4q = 0. (3.1)

Die Flachengleichung einer Fliche zweiter Ordnung kann auch in Matrixform ge-
schrieben werden:

ZETAQ? + QPTQL' + ayq = O,

wobel
xz a1; Aaiz2 Qi3 Q14
? =ly|, A= |a ax ajs|, 7 = | Q24
z 13 Ag3 a33 34

und die Koeffizienten a1, aso,...,as4 € R.

In dieser Gleichung muss natiirlich vorausgesetzt werden, dass die ersten sechs Ko-
effizienten ay; bis az; nicht simtlich gleich Null sein diirfen. Ansonsten handelt es
sich um eine algebraische Fliache erster Ordnung, also um eine Ebene.

Es ist notwendig, die allgemeine Flichengleichung in eine Normalform zu bringen.
Dabei entstehen 17 mégliche Falle fiir Flachen zweiter Ordung, die in einer Klas-
sifikation deutlich unterschieden werden konnen. Die allgemeine Flichengleichung
wird mit Hilfe der Hauptachsentransformation vereinfacht. Durch Drehung des Ko-
ordinatensystems um die Hauptachsen der Fliche gelangt man zu einer Form ohne
gemischte quadratische Glieder. Durch Verschiebung des Koordinatensystems in das
Zentrum der Flache enstehen schlieflich die beiden mdéglichen Normalformen einer
Fliache zweiter Ordnung:

- Normalform einer singuldren Fliche:
ax® + by* + cz = 0. (3.2)
- Normalform einer reguléren Fliche:
az® +by* + cz* +d = 0. (3.3)

Wenn eine Fldche ein Symmetriezentrum besitzt, wird sie regulire Fliche genannt,

d.h. mit jedem Punkt P(x,y, z) der Fliche gehort ebenfalls der Spiegelpunkt P(—z, —y, —2)
zur Fliche. Unter singulire Fliche verstehen wir eine Fliche, die kein Symmetriezen-

trum aufweist. Die Bezeichnung reguldre und singuldre Fliche hat allerdings noch

einen weiteren Hintergrund. Regulédre Flachen liegen vor, wenn sidmtliche Eigenwer-

te der Matrix A ungleich Null sind. Die Matrix A ist also reguldr, d.h. det(A) # 0.

Wenn ein Eigenwert Null ist, so ist die Matrix A singuldr und es handelt sich um

eine singuldre Fliche.
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3 Flidchen zweiter Ordnung

3.1 Hauptachsentransformation in die Normalform

Die Hauptachsentransformation ist ein Verfahren der linearen Algebra, um die all-
gemeinen Fliachengleichungen in einer Normalform darstellen und klassifizieren zu
kénnen. Die Transformation setzt sich zusammen aus einer Drehung des Koordi-
natensystems um die Hauptachsen der Flache und nachfolgender Verschiebung der
Fliache in den Koordinatenursprung. Die Drehung bedeutet rechnerisch, dass der
gemischte Term zy, yz, und zx in der Gleichung verschwindet. Im zweiten Schritt
der Hauptachsentransformation nehmen wir eine Verschiebung vor, um die nicht-
quadratischen Terme z, y und z zu eliminieren. Wir miissen hier beachten, dass die
Verschiebung nicht immer gelingt. Die linearen Terme lassen sich also nicht immer
alle beseitigen.

Erster Schritt: Die Drehung

Vorgehensweise

1. Umformung der Gleichung in Matrixform

2. Diagonalisierung der Matrix
2.1 Berechung des charakteristischen Polynoms
2.2 Ermittlung der Nullstellen
2.3 Aufstellung der Diagonalmatrix

3. Berechnung der Transformationsmatrix
3.1 Berechnung und Normalisierung der Eigenvektoren
3.2 Aufstellung der Transformationsmatrix

4.  Umformung der Matrixgleichung

5. Ausmultiplizierung der Matrixgleichung

Durch eine Drehung lassen sich die Hauptachsen der Fliache parallel zu den Koordi-
natenachsen ausrichten und die gemischt quadratischen Glieder aus der Flichenglei-
chung beseitigen. Die verbleibenden Faktoren vor den rein-quadratischen Termen
sind die FEigenwerte der Matrix A.

Beispiel einer Hauptachsentransformation
Gegeben ist die Fliachengleichung eines elliptischen Paraboloids:

122% 4 692 + 922 — 1202 + 12yz — 132 — 10y — 82 + 3 = 0.

Die mit den Transformationen verbunden geometrischen Operationen im dreidimen-
sionalen Raum lassen sich in besonders geeigneter Form mit Hilfe der Matrirechnung
mathematisch beschreiben. Zu diesem Zweck wird zuerst eine Matrizenschreibweise
der Flachengleichung eingefiihrt.

12 0 —6| |z x
[z y 2] |0 6 6| |y|+[-13 =10 =8] |y| +3=0
-6 6 9] |2 2
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3 Flidchen zweiter Ordnung

Der Vektor x = ;C wird als Koordinatenvektor bezeichnet.
) 12 0 —6
Die Formenmatrix A = | 0 6 6 | beinhaltet die Koeffizienten der quadrati-
schen und gemischt quadrat_igchgn G?lieder der Fliachengleichung.
Der Vektor g = _1%)3 enthélt die Koeffizienten der linearen Glieder der Fléchen-
-8

gleichung.
Da die Matrix A symmetrisch ist, gibt es bekanntlich eine orthogonale Matrix C,
die A auf eine Diagonalmatrix transformiert:

A 0 0
CTAC=10 X 0
0 0 )

A1, Ao, Az bezeichenen die Eigenwerte von A.

Charakteristische Gleichung

12 0 —6 A0 0 12-x 0  —6
(A—AXE3)=]0 6 6[—1]0 A 0O|l=| 0 6-X 6
—6 6 9 00 A 6 6 99—

Durch Berechnen der Determinante dieser Matrix bekommen wir die charakteristi-
sche Gleichung:

12—X 0 —6
det(A — A\E3) = det 0 6-X 6 |=0
—6 6 9-—2A
A=9)AN=18)A=0
<=>)\1:9, )\2:18, A3 = 0.
Die Nullstellen A;, Ao, A3 heifen Eigenwerte der Matrix A. Aus den drei Eigen-

werten wird die Diagonalmatrix D gebildet. Auf der Hauptdiagonalen konnen die
Eigenwerte beliebig angeordnet werden.

9 0 0
D=0 18 0
0 0 O

Die Drehung wird mit einer Transformationsmatrix C' beschrieben. Die Matrix C
ist orthogonal und es gilt:

D =CTAC
CD=CCTAC.
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3 Flidchen zweiter Ordnung

Da CCT =F = (CD=AC
Ci11 Ci12 Ci13 9 0 O 12 0 -6 Ci11 Ci12 Ci3
C21 Co2 Co3 0 18 0f = 0 6 6 | C21 C29 Co3
C31 C32 C33 0 0 O -6 6 9 C31 C32 C33

Aus dieser Matrizengleichung leiten sich drei Vektorgleichungen ab, deren Losungs-
vektoren die (auf die Lange 1 normierten) Spaltenvektoren der Transformationsma-
trix darstellen.

000 [12 0 —6 €11 Ci2 C13 9¢y1 18¢;2 0
0 0 0] = 0 6 6 Co1 C29 Co3| — 9621 18022 0
0 0 0] |—6 6 9| |ca1 c32 cs3 9c31 18csy 0
0] 12 0 —6] [en 9¢1,
0l=10 6 6|-|ca| — |9¢co
0] -6 6 9| | 9¢s;
ci1 | 1 2
= |Ca| = 3 2
C31 | 1
0] 12 0 —6 C19 18¢y9
0 = 0 6 6 s Co2| — 18622
O_ —6 6 9 C32 18032
C1o | 1 —2
= |C2| = 3 1
032_ 2
0] 12 0 -6 [es 0
Ol =10 6 6] |cg|—10
0] —6 6 9 C33 0
c13 | 1 1
= |c3| = 3 —2
C33 2
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3 Flidchen zweiter Ordnung

Es gilt x = Cz”:

x 1 2 -2 1 x
y| = 3 2 1 =2 Y
K 12 2 Z
[ ] 1 (20" — 2y + 2/

= |y :5. 237’—|—y'—22/
K 2"+ 2y + 27

Durch Einsetzen der transformierten Koordinaten in die Gleichung
1222 + 6y +92% — 1222 4+ 12yz — 132 — 10y — 82 + 3 = 0.
ergibt sich eine erste transformierte Gleichung der Flache zweiter Ordnung.
97"* + 18y"* — 182/ — 32’ +3 = 0.

Die gemischt-quadratischen Glieder in der allgemeinen Flichengleichung werden so-
mit eliminiert. Es verbleiben noch zwei lineare Glieder in der Gleichung, die durch
eine Verschiebung des Koordinatensystems in den Scheitelpunkt des elliptischen Pa-
raboloids beseitigt werden konnen.

Zweiter Schritt: Die Verschiebung

Vorgehenweise

1. Ausklammern des Faktors vor dem quadratischen Term (falls vorhanden)
2. Bestimmung der Zahl k£ vor dem linearen Term und Berechnung von %
3. Anwendung der binomischen Formel

4. Ersetzen der Binome

In der durch die Drehung gewonnenen transformierten Fliachengleichung sind noch
zwei lineare Glieder enthalten. Graphisch bedeutet das, dass der Scheitelpunkt des
einschaligen Hyperboloiden nicht im Koordinatenursprung liegt.

97> + 18y"* — 182/ — 32’ +3 = 0.

Die Verschiebung lasst sich mathematisch durch eine quadratische Ergdnzung rea-
lisieren. Das heift, dass sich die linearen Terme nur beseitigen lassen, wenn der
zugehorige Eigenwert nicht Null ist. In diesem Beispiel konnen die linearen Terme
nicht alle eliminiert werden, da wir einen Eigenwert von Null haben (A3 = 0).

9(z' — 1)2 + 18y — 3(z' + 2) = 0.

Es entsteht eine Koordinatentransformation der Koordinaten (2, %/, 2’) in die neuen
Koordinaten (2”4, 2").

" -1
y// — y/
2" Z +2

Damit bekommen wir die Flachengleichung des elliptischen Paraboloids in der Nor-
malform: 9z"* +18y"* — 32" = 0.
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3 Flidchen zweiter Ordnung

)

Die Drehung

Die Verschiebung

Abbildung 4: Beispiel eines transformierten elliptischen Paraboloids.

3.2 Kilassifikation von Flachen zweiter Ordnung

Es existieren 17 verschiedene Typen von Flichen zweiter Ordnung, die aus der Be-
trachtung der Koeffizienten in den beiden Normalformen klar unterschieden werden
konnen. Neun dieser Fille werden als uneigentliche Flachen zweiter Ordnung (auch
als Entartungsfille) bezeichnet. Weitere fiinf Fille beschreiben echte Flachen zweiter
Ordnung. Die drei verbleibenden Fille haben keine reellwertige Losung und daher
kein geometrisches Gebilde.

Singuldre Flichen zweiter Ordnung (Flichen ohne Symmetriezentrum): Un-
tersucht werden die Koeffizienten der Normalform axz? + by? + cz = 0.

Koeffizienten Beispiel Geometrisches Objekt

Elliptisches Paraboloid (echte Fliche)
o
a>0[b>0[c#0|22+2y>+32=0
Hyperbolisches Paraboloid (echte Fliche)
a>0|b<0|c#0|22-29>-32=0
Parabolischer Zylinder (uneigentliche Flache)
a>0|b=0]|c#0 22 -32=0
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Regulire Flichen zweiter Ordnung (Flichen mit Symmetriezentrum): Unter-
sucht werden die Koeffizienten der Normalform az? + by? + c2? +d = 0.

Koeffizienten Beispiel Geometrisches Objekt

a>0|b0>0[c>0[d>0|22+2y°+322+4=0 Leere Menge

Ellipsoid (echte Fliche)

a>0[b>0]c>0|d<0|22+2y2+322—-4=0

Nullpunkt (0,0, 0)

_ 2 2 2 _
¢>016>01c>01d=0 T2y 432 =0 (uneigentliche Fliche)

Zweischaliges Hyperboloid
(echte Fliche)

a>0|b>0]c<0|d>0|224+2y>-322+4=0

Einschaliges Hyperboloid
(echte Fléche)

a>0|b>0]c<0]|d<0|2?24+2y>—-322—-4=0

Elliptischer Doppelkegel
(uneigentliche Fliche)

a>0b>0]c<0|d=0| 22+2¢>—-322=0

a>0|0>0[c=0]d>0 22+ 2%+ 4 Leere Menge
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3 Flidchen zweiter Ordnung

Elliptischer Zylinder
(uneigentliche Fliche)

a>0|b>0|c=0|d<0|224+2y>2—-4=0

Nullpunkt (0,0, 0)

(uneigentliche Fliche)
Hyperbolischer Zylinder
(uneigentliche Fliache)

a>0|b>0|c=0|d=0| 22+22=0

a>0b<0|c=0|d#0|2>-2y>+4=0

Schnittebenenpaar
(uneigentliche Fliche)

a>0|b<0|c=0|d=0| 22-242=0

a>0b=0]|c=0|d>0 > +4=0 Leere Menge
Paralleles Ebenenpaar
(uneigentliche Fliache)

a>0|b=0|c=0|d<0 2 —4=0

Koordinatenebene y — 2-Ebene
(uneigentliche Fliche)

a>0|b=0|c=0|d=0 2 =0

Einige wichtige Félle von Flichen zweiter Ordnung, wie das elliptische Paraboloid
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3 Flidchen zweiter Ordnung

und das Ellipsoid werden wir in den nichsten Abschnitten noch genauer untersuchen.

3.3 Ellipsoid
Gleichung in Normalform

Das Ellipsoid ist eine regulire Fliche zweiter Ordnung und besitzt ein Symme-
triezentrum. Wir wihlen das Koordinatensystem so, dass dieses Symmetriezentrum
genau auf dem Koordinatenursprung liegt.

Abbildung 5: Ellipsoid.

Dabei sind die Zahlen a, b, ¢ (analog zu einer Ellipse) die Halbachsen des Ellipsoids.
Satz 3.1 Die Gleichung eines Ellipsoids in Normalform lautet:

2 2 2
%+%+%:L (3.4)
Ein Ellipsoid, bei dem zwei Halbachsen die gleiche Lange haben und die Lange der
dritten Halbachse verschieden davon ist, wird als Rotationsellipsoid bezeichnet. Alle
Schnitte parallel zu den beiden gleichen Halbachsen ergeben Kreise als Schnittfigu-
ren. Es werden folgende Spezialfille unterschieden:

a) a = b > ¢: Zusammengedriicktes Rotationsellipsoid.

b) a = b < ¢: Langgestrecktes Rotationsellipsoid.

c) a = b= c: Es geht also um eine Kugel mit dem Radius R = a.
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3 Flidchen zweiter Ordnung

Abbildung 6: a) Zusammengedriicktes und b) langgestrecktes Rotationsellipsoid.

Parameterdarstellung

Satz 3.2 Das Ellipsoid kann durch folgende Parameterdarstellung beschrieben
werden:

T @ COSU - COSV o
c(u,v) = |y| = | b-cosu-sinv u € [—5,5}, v € [0,2m). (3.5)
z c-sinu

Aus der Fliachengleichung in Normalform wird die Parameterdarstellung fiir Ellip-
soide so hergeleitet.

2?2 y2 _ 2 z? 92 —
a_2+b_2 = cos™u (a-cosu)? + (b-cosu)? 1
=
Z =sinu z=c-sinu
L — = cosv T =a-Ccosu - Cosv
a-cosu
L — b i an 0,2
S g =sinv & ¢ y=b-cosu-sinv u € ~53 , v € |0,2n].
z=c-sinu z=c-sinu

Tangentialebene

Die Tangentialebene einer Fliche ist diejenige Ebene, die im betrachteten Punkt
die Fldche beriihrt. Sie steht senkrecht auf dem Normalenvektor der Fliche in die-
sem Punkt und ist damit die zweidimensionale Entsprechung zur Tangente einer
Kurve. Eine Ebene ist entweder durch einen Punkt und zwei linear unabhéngigen
Richtungsvektoren oder durch einen Punkt und einen Normalenvektor definiert. Der
Normalvektor ist senkrecht (also orthogonal) zu den beiden Richtungsvektoren. Um
den Normalenvektor zu finden miissen wir das Vektorprodukt anwenden. Genauer:
Wir errechnen das Vektorprodukt aus den beiden Richtungsvektoren.
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Satz 3.3 Sei T'(xr, yr, 27) ein Punkt des Ellipsoids mit der Flidchengleichung:

.ZUZ yQ 22
¥+_+C_2:1.

Dann hat die Tangentialebene im Punkt T die Normalengleichung;:

Txr  Yyr ZZT
22 + b2 + =2 =1. (3.6)

Beweis

Wir brauchen zunéchst einen Begriff.
Satz 3.4 Ist die Fliche implizit durch eine Gleichung gegeben:

f(z,y,2) =0,
wobei f : R® — R eine differenzierbare Funktion ist, so ist der Gradient

, P , T
grad f(z,y,z) = [%(fuy,Z) (w,y,2) G(r,y2)

ein Normalenvektor der Fliache im Punkt (z,y, 2).

Hier muss vorausgesetzt werden, dass er dort nicht verschwinden darf:

grad f(z,y,z) # [O 0 O]T.

Dieser Vektor ist orthogonal sowohl auf der Fléche als auch auf der Tangentialebene.
Damit hat die gesuchte Tangentialebene des Ellipsoides im Punkt T'(z7, yr, zr) den
Normalvektor:

2xm xT

a? a?

— | 2yr | — yr

grad f(xr,yr,2r) = || =2 | %
2z ZT

2 2

Die Gleichung der Tangentialebene, die den Normalvektor [ﬁ—g g = }T hat und
durch den Punkt T'(z7, yr, zr) verlauft, lautet

I Yr zT
g(ﬂﬁ —ar) + b_g(y —yr) + g(z —2r) =

2 2 2
rxr | Yyr ZZT_(»’UT Yr ZT)

a2+b2+02

a? * b2 * 2 b=
rrr  Yyr | =2r
a? + b? * 2 !
Beispiel: Die Flache E ist ein Ellipsoid mit der Gleichung
2?2y 22
-2 42 42 _1=90
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gesucht ist die Tangentialebene im Punkt 7'(1,/3,1).
Es gilt

zZ T T
grad f(er,yr,2r) = [zr #E %] = [1 23 %}
und die gesuchte Tangentialebene hat die Koordinatengleichung

($—1)+2%9/§(y—\/§)+%(2—1):0 bzw.

2v/3
31:+T\/_y+z—6:0.

Abbildung 7: Das Ellipsoid im Beispiel und die Tangentialebene im Punkt T.

Herleitung der Tangentialebene aus der Parameterdarstellung

Wir kénnen die Tangentialebene in einem Punkt der Flache auch aus der Parame-
terdarstellung gewinnen. Das geht analog zur Tangente an eine Kurve. Die partiellen
Ableitungen von der Parameterdarstellung c(u, v) einer Fldche nach den beiden Pa-
rametern v und v ergeben zwei Tangentenvektoren. Diese beiden Vektoren spannen
dann die Tangentialebene auf.

Wir beginnen mit der allgemeinen Parameterdarstellung (3.5) und dem Punkt T'(x7, yr, z1),
der auf dem Ellipsoid liegt. Die beiden Tangentenvektoren bekommen wir aus den
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3 Flidchen zweiter Ordnung

partiellen Ableitungen:

—a - sinu - cosv
— (96 . .
ni=—=|—b-sinu-sinv
ou
C-CoSU
—a - CosU - SINv
— (90
ny=— = 1| b-cosu-cosv
ov

0

Mithilfe des Vektorproduktes (Kreuzproduktes) von den beiden Tangentenvektoren
lasst sich der Normalvektor ermitteln.

=7 X 1

—be - cos®u - cosv
W= —ac - cos?u - sinwv
—ab-sinu-cosv-cosu —a-b-sinu-sin?v - cosu
—be - cos®u - cosv
W = | —ac-cos?u -sinv
—ab -sinwu - cosu
a-COS U-COS vV xrT
a? aZ
7 = —abc - cosu - bmb# = —abc-cosu - | 4%
c-sinu 2T
c? c?

Damit bekommen wir einen Normalvektor mit gleicher Richtung wie bei der Berech-
nung durch den Gradient.

3.4 Elliptisches Paraboloid
Gleichung in Normalform

Das elliptische Paraboloid ist eine singuldre Fliache zweiter Ordnung. Da Paraboloi-
de keinen Mittelpunkt besitzen, wird in der folgenden Gleichung davon ausgegan-
gen, dass der Scheitel des elliptischen Paraboloids im Koordinatenursprung liegt.
Die z-Achse wird dabei zur Symmetrieachse und die x, 2- sowie die y, 2-Ebenen
sind Symmetrieebenen. Es entstehen in zwei Koordinatenrichtungen Parabeln als
Schnittfiguren von Ebenen parallel zu diesen Symmetrieebenen. Die Schnittfiguren
in Richtung der dritten Koordinate (x,y-Ebene) sind Ellipsen. Deshalb wird es el-
liptisches Paraboloid genannt.
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Abbildung 8: Das elliptische Paraboloid.

Satz 3.5 Die Flachengleichung eines elliptischen Paraboloids in Normalform lautet:

2 2
x© oy B
?+§—2_o. (3.7)
Im einfachsten Fall (a = b) ist ein Paraboloid ein Rotationsparaboloid. Das ist der
Korper, der entsteht, wenn eine Parabel mit der Gleichung z = i—; im Raum um ihre
Symmetrieachse rotiert. Die Ebenenschnitte senkrecht zur z-Achse ergeben dann

Kreise als Schnittfiguren.

Abbildung 9: Rotationsparaboloid mit der Flichengleichung 2% + 4% — z = 0.
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Parameterdarstellung

Satz 3.6 Die Pa;ameterdarstelung fiir ein elliptisches Paraboloid mit der Flichen-
gleichung z—z + % — 2z = 0 lautet:

x a-U-Ccosv
c(u,v) = |y| = |b-u-sinv |, u€eR, velo,2m). (3.8)
z u?

Aus der Fliachengleichung in Normalform (3.7) ldsst sich die Parameterdarstellung
fiir ein elliptisches Paraboloid wie folgt herleiten.

22 oy Lyt
a_2+b_2 =~z (a-u)? + (b-cu)2 1
=
2 = u? 2 = u?
L — coswv T =a-U-CoSv
a-u
&S L =sinv & y=>b-u-sinv u€eRve0,2m).
2 = u? 2 = u?

Tangentialebene

Analog zum Ellipsoid haben wir die gleiche Vorgehensweise zur Herleitung der Tan-
gentialebenengleichung an ein elliptisches Paraboloid mit der Flichengleichung

22 P
; + b_2 —2=0
in einem Punkt T'(zr,yr, 27). Es gilt:
2ot
a?

grad f(xr,yr,2r) = 212)/—5

—1

ist ein Normalvektor der Tangentialebene im Punkt T'(xr, yr, 27).

Die Gleichung der Tangentialebene, die den Normalvektor [2;”—5 2;’—5 —1}T hat und
durch den Punkt T (a7, yr, zr) verlduft, lautet:

2x7 2yr
?(95 —ar) + b—Q(Q —yr) —(z—2r) =
2xrr  2yyr 222 292
CZ2 + b2 —Z — 27 — ?_I_?_QZT =
2zxr | 2yyr

2 2 —z—2r—0=0

2exr  2yyr B
s E z—zp=0.
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3 Flidchen zweiter Ordnung

Satz 3.7 Sei T'(xz7, yr, 2r) ein Punkt des elliptischen Paraboloids mit der Flichen-
gleichung:

{L‘2 y2
E—f—ﬁ—Z:O.

Dann hat die Tangentialebene im Punkt T die Normalgleichung:

QI'JTT 2ny
a? b2

Beispiel: Die Flache F' ist ein elliptisches Paraboloid mit der Gleichung:

—z—zr = 0.

22 2
=—+=—-—2=0
f(x7 y? Z) 4 + 8 <
Die Parameterdarstellung lautet:
x 2u - cos v
c(u,v) = |y| = [2v2u-sinv| , ueR, velo,2m).
2
z u

Der Punkt 7'(2,4, 3) liegt auf diesem elliptischen Paraboloid, da

22 42
Ttgo3=0

Die Tangentialebene von I’ im Punkt T hat die Koordinatengleichung

2.2. 2-4.
v y—z—3:0 bzw.

4 * 8
r+y—2—-—3=0.

Abbildung 10: Das elliptische Paraboloid im Beispiel und die Tangentialebene im
Punkt T.
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3 Flidchen zweiter Ordnung

Herleitung der Tangentialebene aus der Parameterdarstellung

Die Tangentialebene kann in analoger Weise wie bei dem Ellipsoid aus der Parame-
terdarstellung gewonnen werden. Die partiellen Ableitungen der Parameterdarstel-

lung (3.5) ergeben die folgenden Tangentenvektoren:

a - Ccosv
—  Oc )
ni=—=|b-sinv
ou
2u
—au - SInv
— (90
n = 50 bu - cosv
v
0
Der Normalvektor ist:
o= X
—2bu? - cosv —2bu? - cosv
ﬁ} = —2au? - sinv = | —2au? - sinw
abu - cos*v + abu - sin® v abu
2au-cos v -21%-
a? a?
- 1 2bu-sinv | __ 1 2y2
n e d— . b2 f— . T
abu abu b2

Damit hat die Tangentialebene im Punkt T'(zr, y7, z7) die Normalrichtung 25_2% 252%
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4 Anwendung von Quadriken

4 Anwendung von Quadriken

Quadrike sind in der Anwendung sehr vielseitig. Wir greifen hier beispielhaft ein
paar Anwendungen aus der Mechanik, Geodésie und dem Bauwesen heraus.

4.1 In der Mechanik
Beispiel 4.1: Wurfparabel

Die Erde zieht alles durch die Erdanziehungskraft zu sich hin. Wir betrachten einen
schrig nach oben geworfenen Korper. Die Flugbahn verformt sich auf der Erde unter
dem Einfluss der Gravitation zu einer Parabel. Der Koérper wird aus der Héhe h iiber
dem Boden und unter dem Winkel o geworfen. Die Anfangsgeschwindigkeit hat den
Betrag vy. Der Abwurfwinkel o wird gegen die Horizontale gemessen. Wir bestimmen
die Flugbahn in Abhéngigkeit der Zeit. Dazu wahlen wir das Koordinatensystem so,
dass der Abwurfpunkt den z-Wert 0 und den y-Wert h hat.

5|

~
[ ]
L ]
[ ]

Abbildung 11: Beispiel von Wurfparabel.

Mit Hilfe der Bewegungsgesetze kénnen wir zu jedem Zeitpunkt die z- und die y-
Koordinate des Kérpers bestimmen.

- Komponenten der Anfangsgeschwindigkeit:

Vox — Vg * COS v

Ugy = Vp - Sin av.

- Zeit-Geschwindigkeits-Gesetze
In z-Richtung wirken auf den Koérper nach dem Abwurf keine Krifte. Er fiihrt in
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4 Anwendung von Quadriken

dieser Richtung also eine gleichférmige Bewegung aus.
Uy = Vpgr = Vg - COS v

In y-Richtung wirkt auf den Kérper die Erdbeschleunigung g (g ~ 9,81m?/s). In
dieser Richtung fiihrt er also eine gleichméfig beschleunigte Bewegung aus. Aus dem
Zeit-Geschwindigkeits-Gesetz ergibt sich die folgende Gleichung:

Uy =gy — G-t =1y -sinc—g-t.

- Zeit-Orts-Gesetze
Fiir die gleichformige Bewegung in x-Richtung:

x(t) = vop -t =1t-1vg - cosa.

Fiir die gleichméfig beschleunigte Bewegung in y-Richtung mit der Abwurfhdhe h:

1
y(t):h+voy-t—§g-t2

1
y(t):t-vo-sina—ég-tQ—Fh.

Wir erhalten somit die Parameterdarstellung:

=[] = e e ]

t-vosina — 3g-t2 +h

Mit Hilfe der Parameterelimination lisst sich die Bahngleichung herleiten.

x
t=——
Vg - COS (v
2
x i 1 x
:>y:—-v0-sma——g-<—> +h
Vg * COS & 2 Vg * COS
y=h+tana -z — J -2,

202 - cos?

Die Flugbahn ist eine Parabel, also eine Kurve zweiter Ordnung.

4.2 In der Geodasie
Beispiel 4.2: Die Erde als Rotationsellipsoid

In der Geodasie, Kartografie und den anderen Geowissenschaften werden Rotations-
ellipsoide als geometrische Anndherung an das physikalische Geoid benutzt.

Die Erde ist wie bei den meisten groferen Himmelskérpern ein kugelformiger Pla-
net. Die Frage nach der idealen Form der Erde gab es schon lange. Frither wurde
eine perfekte Kugel als ideale Form der Erde angesehen. Mit dieser Hypothese hat
man eine lange Zeit gut gelebt. Wenn man jedoch genauer hinschaut, dann ist die
ideale Form der Erde eher ein Rotationsellipsoid als eine Kugel, weil sich wegen der
Fliehkrifte aufgrund der Erdrotation am Aquator eine Schwellung gebildet hat. Der
Erdkorper hat etwa folgende Ausdehnung:
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4 Anwendung von Quadriken

- mittlerer Aquatorradius ~ 6.378 km

- mittlerer Polradius ~ 6.357 km (etwa 20 km weniger).

Wobei der Aquator definiert ist als der Grofkreis, der von beiden Polen gleich weit
entfernt ist. Die geographischen Pole sind als Schnittpunkte der Rotationsachse mit
der Erdoberfliche definiert. Das Rotationsellipsoid dient dann als Referenzfliche um
die Lage bzw. Hohe von Objekten der Erdoberfliche anzugeben. Man spricht dann
von einem Referenzellipsoid. Die Referenzfliche ist eine mathematisch-geometrische
Ersatzflache fiir die Erde, die durch die Rotation einer Ellipse um ihre Achse ent-
steht.

Nullmeridian

P(p,2,H)

|A'quat0rialebene[

Abbildung 12: Ellipsoidische Koordinaten.

Zur Positionsangabe eines Punktes mittels ellipsoidischer Koordinaten ist eine ge-
trennte Darstellung von Lage und Hohe zu verwenden. Zunéchst wird die Lage eines
Punktes auf der Referenzfliche durch Angabe von geographischer Linge und Breite
bestimmt. Die orthometrische Hohe ist nun der relative Abstand in Bezug auf den
Punkt auf der Oberfliche.

Ellipsoidische Koordinaten eines Punktes P: P(p, A\, H).

Dabei bezeichnet die ellipsoidische Breite ¢ den Winkel zwischen Ellipsoidnormale
in P und Aquitorialebene. Die ellipsoidische Linge ist der Winkel zwischen dem
Nullmeridian und der Meridianebene von P.

Es besteht ein Zusammenhang zwischen der ellipsoidischen Lage und der Parame-
terdarstellung eines Ellipsoids im Abschnitt 3.3. Der Breitengrad ¢ entspricht dem
Winkel u und der Langengrad A entspricht dem Winkel v in der Parameterdarstel-
lung.

4.3 Im Bauwesen
Beispiel 4.3: Hyperboloidkonstruktion

Das einschalige Rotationshyperboloid ist eine reguldare Fléache zweiter Ordnung. Es
entsteht dann, wenn wir eine Hyperbel um eine ihrer Achsen rotieren lassen. Drehen
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4 Anwendung von Quadriken

wir um die Nebenachse, so bezeichnen wir das Rotationshyperboloid als einschalig,
bei Rotation um die Hauptachse dagegen als zweischalig. Es besteht aus zwei ge-
trennten Flidchenstiicken.

Einschaliges Hyperboloid als Regelflache
Eine Flache heilt Regelfliche, wenn sie durch die Bewegung einer Geraden im Raum

gebildet werden kann. Das einschalige Hyperboloid ldsst sich auch durch Rotation
einer zur Achse windschiefen Geraden erzeugen.

Abbildung 13: Erzeugung eines einschaligen Hyperboloids durch Rotation einer zur
Achse windschiefen Geraden.

Gleichung des einschaligen Hyperboloids

Bei entsprechender Wahl des Koordinatensystems und fiir von 0 verschiedenen Werte
a, b, c ist die Gleichung des einschaligen Hyperboloids von der Form:

1'2 y2 2’2

a2 b2 2

Besonderheit des einschaligen Hyperboloids

Satz 4.1 Durch jeden Punkt eines einschaligen Hyperboloids gehen genau zwei
Geraden, die ganz in diesem Hyperboloid enthalten sind.

Diese Geraden nennen wir Erzeugende des einschaligen Hyperboloids. Auf jedem
einschaligen Hyperboloid gibt es genau zwei erzeugende Geradenscharen. Je zwei
Geraden derselben Schar sind zueinander windschief, je zwei Geraden verschiedener
Scharen schneiden sich in genau einem Punkt. Die zweite Schar erzeugender Gera-
den ergibt sich, wenn der Richtungsvektor der Erzeugende gespiegelt wird.

Beweis von Satz 4.1

Zunichst benotigen wir einen Begriff.
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4 Anwendung von Quadriken

Definition Eine Gerade in R? ist eine Menge aller Punkte der Form:
g={7 +tV|t e R},

wobei 7, ¥ € R? und v # 0.

Wir konnen so annehmen , dass das einschalige Hyperboloid

2?2 2
H: ¥+b—2—c—2:1, z,y,z €R
mit den Koeffizienten a, b, ¢ > 0 ist. Die Rechnungen lassen sich vereinfachen, indem
wir die folgende bjiektive Abbildung benutzen.

f: R3 — R3
Ty z
G 53) = @ws
Hw— H
= H: 22+yy-22=1

Sei P(xp,yp,zp) ein beliebiger Punkt von H’. Durch eine entsprechende Drehung
um die z-Achse konnen wir annehmen das zp = 0. Ist v € R3, v # 0, so liegt die
durch P verlaufende Gerade

g:x+tv, teR

ganz in H', wenn fiir alle t € R

(t1)1>2 + (yp + tUg)Q — (ZP + tU3)2 1
tQ(U12 + U22 — U32> + Qt(yPUQ — ZpUg) + (yP2 - ZP2> 1
Da yp* — zp* =1 = t*(v1® + v3® — v3°) + 2t(ypvy — 2pv3) = 0
- U12 + U22 = U32
ypva — zpuvz = 0.

Da v = (vy,v9,v3) # (0,0,0), so muss vz von 0 verschieden sein. Wir kénnen daher
so normieren, dass v3 = 1. Das obige Gleichungssystem ist dann dquivalent zu

zZp

= v = =2
yp;)Q , Zp 22 up , (o2
v+t =1 L e

yp?
& up & up
2 1 4
U1 = —5 (%1 = .

Also hat eine der beiden in H’ enthaltenen Geraden durch P einen Richtungsvektor

v_l:[y% o l}Tunddie anderev_fz[—yip e 1}T

Im Bauwesen und in der Architektur werden Tragwerke in Form des Rotations-
hyperboloids verwendet. Man spricht dann von einer Hyperboloidkonstruktion. Der
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4 Anwendung von Quadriken

grofe Vorteil dieser Konstruktion ist ndmlich, dass wir eine gekriimmte Flache durch
Geraden erzeugen konnen. Dabei wird die Besonderheit des einschaligen Rotations-
hyperbolois ausgenutzt und angewandt. In der Praxis kann die dufere Schale einer
Hyperboloidkonstruktion mit einem oder zwei Gittern aus geraden Elementen her-
gestellt werden. Sie ist daher leichter zu bauen als gekriimmte Flichen, bei denen
gekriimmte Elemente erforderliche sind. Hyperboloische Strukturen haben im Ver-
gleich zu geraden Bauwerken noch eine bessere Stabilitit gegeniiber duferen Kriften
und einen minimalen Windwiderstand. Thre Formen erzeugen aber eine grofe Menge
an unbrauchbarem Volumen und werden daher hiufiger bei zweckgerichteten Bau-
werken wie Wassertiirmen, Kiihltiirme und &dsthetischen Merkmalen angewandt.

Tragwerk von Schuchow Mae West in Miinchen Canton Tower, China (600 m)
Das hochste Bauwerk in
Hyperboloidkonstruktion

Abbildung 14: Beispiele fiir Hyperboloidkonstruktionen.

Die erste Hyperboloidkonstruktion war ein Wasserturm, der von dem russischen In-
genieur, Wladimir Schuchow entworfen und 1896 erbaut wurde. Heute werden die
Kiihltiirmen auch nach dieser Methode gebaut. Bei den Kiihltiirmen bietet die Er-
weiterung an der Unterseite des Turms einen groften Raum fiir die Installation. Die
Form eines Rotationshyperboloids hat aber noch gute stromungstechnische Eigen-
schaften. Wenn das erhitzte Wasser unten in den Kiihlturm eingespriiht wird, so
erwarmt sich die Luft, dehnt sich aus, stromt zusammen mit dem Dampf nach oben
und zieht dabei vom unteren Rand jeweils frische Kaltluft.

Beispiel 4.4: Flachen zweiter Ordnung im Dachbau

Das hyperbolische Paraboloid ist eine singulidre Fliche zweiter Ordnung und wird
aufgrund der Form auch als Sattelfliche bezeichnet. Es entsteht durch Schieben einer
Parabel entlang einer anderen Parabel. Folgende Bedingungen miissen die Parabeln

40



4 Anwendung von Quadriken

erfiillen:

- Thre Tréagerebenen sind zueinander orthogonal.

- Die Achse und die Scheitel der Parabeln stimmen iiberein.

- Die Parabeln miissen nach verschiedenen Seiten gedffnet sein.

Das hyperbolische Paraboloid als Regelfliche

Das hyperbolische Paraboloid ist auch eine Regelfliche, die durch Bewegung einer
Gerade mit Endpunkten auf zwei zueinander windschiefen Geraden entsteht.

Abbildung 15: Das hyperbolische Paraboloid als a) Schiebfliche und b) Regelfléiche.

Gleichung des hyperbolischen Paraboloids

Bei entsprechender Wahl des Koordinatensystems und fiir von 0 verschiedenen Werte
a, b, ¢ lautet die Gleichung des hyperbolischen Paraboloids in Normalform:

:L‘2 yQ
;—ﬁ—l—cz:o.

Satz 4.2 Durch jeden Punkt eines hyperbolischen Paraboloids gehen genau zwei
Geraden, die ganz in diesem Paraboloid enthalten sind.

Ein hyperbolisches Paraboloid enthélt zwei Scharen erzeugender Geraden. Jeder die-
ser Scharen von Geraden liegen parallel zu einer Ebene. Je zwei Geraden derselben
Schar sind zueinander windschief und je zwei Geraden verschiedener Scharen schnei-
den sich in genau einem Punkt.

Beweis von Satz 4.2

Der Beweis wird in analoger Weise wie bei dem einschaligen Hyperboloid durch-
gefiihrt. Sei H ein hyperbolisches Paraboloid mit der Gleichung:

H:2?—y*+2=0.
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Und P(zp,yp, zp) ist ein beliebiger Punkt von H. Durch eine entsprechende Drehung
um die x-Achse konnen wir annehmen, dass yp = 0. Die Gerade g : x + tv, die durch
P verlauft und ganz in H liegt, wenn fiir alle t € R

(zp + tv))? — (tvg)? + (2p + tvg) =
([EPQ + Zp) + t2(U12 - ?)22) + t(QZL'pUl + 1)3)
Da xp*+2p =0 = t*(v)® — v%) +t(2zpvy + v3)

o U12 — 1}22 =0

21’pU1 +v3 = 0.
Da v = (vy,ve,v3) # (0,0,0), so diirfen v; und v, nicht 0 sein. Deswegen kénnen wir
hier so normieren, dass v; = 1. Das obige Gleichungssystem ist dann dquivalent zu

U22 =1 Vg = +1
~
2$P+U3 = V3 = —233'13.
Es gibt also genau zwei Geraden, die durch P und ganz in H enthalten sind. Eine
der beiden Geraden hat den Richtungsvektor Er) = [1 1 —21']3:|T und die andere

=1 -1 —2zp]"

0
0
0

Wegen der beiden Geradenscharen werden die hyperbolischen Paraboloid-Schalen
(HP-Schalen) in der Architektur und im Bauwesen als Dachfliche eingesetzt. Der
Vorteil ist, dass sie zum einen als Regelfliche aus geraden Elementen hergestellt
werden kénnen und zum anderen eine dsthetische Form besitzen, insbesondere in
der Kombination von mehreren Schalen und bei geschwungenen Dachflichen. Bei
dieser Dachform werden Verschalungen hergestellt, indem ein Netz von ganz in der
Flache liegenden Stahlseile fiir das Tragwerk aufgebaut wird.

Druckkraft Zugkraft
Abbildung 16: Tragverhalten von HP-Schalen.

Die HP-Schale besitzt ein giinstiges, iiberschaubares Tragverhalten mit relativ gleich-
miéfiger Schnittkraftverteilung bei passender Lagerung und ein gutes Stabilitidtsver-
halten. Die Belastung lasst sich nicht mehr von Wianden oder Stiitzen sondern von
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der Schale selbst tragen und in die Bodenplatte leiten. Da das hyperbolische Para-
boloid aus einer Reihe von Parabeln mit unterschiedlichen Offnungsseiten besteht,
werden die Druckkrifte von stehenden Parabeln und die Zugkrifte von hingenden
Parabeln aufgenommen. Diese Struktur kann daher sowohl Druckkrifte als auch
Zugkrifte aufnehmen.

£‘ ,‘IH!J
A L1l LT

Abbildung 17: Teepott Warnemiinde in Rostock.

Der Teepott ist eine Sehenswiirdigkeit in Rostock. Sein Dach wurde von Bauinge-
nieur Ulrich Miither entworfen und ist eine hyperbolische Paraboloidschale, welche
aus drei einzelnen Flachen besteht. Es verfiigt dadurch iiber eine hohe Festigkeit.
Wihrend das Gewicht des Daches von den drei senkrechten Stahlbetonstiitzen ge-
tragen wird, iibernehmen die schragen Stiitzen Windkréfte und horizontalen Belas-
tungen.

In den folgenden Abbildungen sind noch ein paar Anwendungsbeispiele von Flichen
zweiter Ordnung in der Dachkonstruktion zu sehen.

Abbildung 18: Die Dachkonstruktion von L’Oceanografic in Valencia.
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Abbildung 19: Die Karlskirche in Wien mit ellipsoidférmiger Kuppel.

Abbildung 20: Die Décher des beriihmten Opernhauses in Sydney waren aus einer
einzelnen Kugel geschnittene Segmente.
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