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1 Einleitung

In den zuriickliegenden Jahren wurden umfangreiche Untersuchungen zur Modellbildung und
rechnerischen Erfassung des Tragverhaltens von Tragwerken und Tragwerkelementen aus
Stahlbeton und Spannbeton unter Beriicksichtigung von Rissbildungen und Plastizierungen
durchgefiihrt[1]. Diesen Betrachtungen liegt als einheitliches methodisches Konzept der
mathematischen Problembeschreibung und Problemldsung die mathematische Optimierung
zugrunde. Dieses Konzept hat sich auch bei der Modellierung hybrider Strukturen, die
Gegenstand eines Teilprojektes des von der Deutschen Forschungsgemeinschaft (DFQG)
geforderten Sonderforschungsbereiches 524 , Werkstoffe und Konstruktionen fiir die
Revitalisierung von Bauwerken* sind, als leistungsfahig erwiesen.[2-7]
Die internationale und nationale Normenentwicklung im Stahlbetonbau erdffnet der nichtlinearen
Tragwerksanalyse neue Felder in der praktischen Tragwerksplanung. In diesem Zusammenhang
ist es jedoch erforderlich, auf zwei wesentliche Sachverhalte hinzuweisen, die bei traditionellen
Berechnungen nach der linearen Elastizitatstheorie von untergeordneter Bedeutung sind. Die
nichtlineare Tragwerksanalyse verlangt fiir die Beurteilung des Grenzzustandes der
Tragfahigkeit im allgemeinen zusitzlich zu den herkdmmlichen Kriterien
eine Bewertung der Verformungen, d.h. der bleibenden Verformungen sowohl im
Grenzzustand der Tragfahigkeit als auch im Grenzzustand der Gebrauchstauglichkeit,
eine Bewertung des Einflusses der Lastfolgen auf die Entwicklung der Spannungs- und
SchnittgroBenumlagerungen.
Vielfach lassen sich rechnerische Tragreserven nicht oder nicht voll ausnutzen, z.B. wenn die flir
den Grenzzustand der Tragfahigkeit berechneten plastischen Verformungen Werte erreichen, die
durch die Duktilitdt der eingesetzten Materialien nicht gedeckt sind. Entscheidungen {iiber
Spannungs- und Schnittgroenumlagerungen fiir den Versagenszustand haben im allgemeinen
auch FEinfluss auf das Tragverhalten im Gebrauchszustand, so dass Beschrankungen der
Verformungen im Grenzzustand der Tragfdhigkeit und im Grenzzustand der Gebrauchs-
tauglichkeit unumgénglich sind. Die mathematische Optimierung bietet die Moglichkeit, auf der
Grundlage einer Problemformulierung als verallgemeinerte LAGRANGE-Aufgabe eine
leistungsfahige Berechnungsstrategie zu entwickeln.
Bei der traditionellen Modellbildung des Tragverhaltens mit Hilfe der linearen Elastizititstheorie
ist die Superponierbarkeit verschiedener Lastfille zu Lastkombinationen gegeben. Wenn
physikalisch nichtlineare Effekte bei der Tragwerksanalyse zu beriicksichtigen sind, muss im
Regelfall der Einfluss der Lastfolge auf den Spannungs- und Deformationszustand untersucht
und berticksichtigt werden, um progressive oder alternierende Schadigungen auszuschlie3en oder
zu begrenzen. Wie die Erfahrungen zeigen, bieten die Einspielsdtze nach MELAN und KOITER
eine theoretische Grundlage, um mit Hilfe der Optimierung die adaptive Grenzlast und die zu
diesem Belastungsniveau gehorenden Restspannungen und Restverformungen zu berechnen bzw.
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abzuschitzen.

2 Berechnungsmodelle

2.1 Berechnungsmodell zur Ermittlung der plastischen Grenzlast ohne deformationsbasierte
Grenzzustandsbedingungen

Sofern sich das Material elastisch-ideal-plastisch verhélt und die GroBe der Verformungen beim
Erreichen des Grenzzustandes der Tragfihigkeit keinen Beschriankungen unterliegt, ist die
plastischen Grenzlast pp durch die lineare Optimierungsaufgabe

p — max (2.1)
Ai;s—pbs=0 (2.2)
A.s <b, (2.3)
bestimmt.

Hierbei ist s der Vektor der SchnittgroBen in den Knotenpunkten des diskretisierten Tragwerkes.
Durch den Vektor bg werden die duBleren Krifte erfaflit. Die Matrix Ag verkniipft die
SchnittgroBen s mit den duleren Belastungen, so daBl die erste Nebenbedingung die
Gleichgewichtsbedingungen unter Berlicksichtigung der statischen Randbedingungen darstellt.
Die zweite Nebenbedingung in Form einer Ungleichung beschreibt die Plastizitdtsbedingungen
mit Hilfe der Matrix Ap und des Vektors bp in linearisierter Form.

2.2 Berechnungsmodell zur Ermittlung der SchnittgréofSen und Formdnderungen im elastisch-
plastischen Zustand

Da in die statische Formulierung nach Gl. (2.1 bis 2.3) die Vertriaglichkeitsbedingungen fiir die
Verformungen nicht eingehen, liefert diese Optimierungsaufgabe nur dann die richtigen
SchnittgréBen s, wenn eine vollstdndige Schnittgroenumlagerung eintreten kann, d.h. wenn der
Schnittgroenzustand s allein durch die Gleichgewichtsbedingungen und die statischen
Randbedingungen eindeutig bestimmt ist. Fiir jede beliebige Belastungsintensitit 0 <p <p,

kann der SchnittgroBenzustand mit Hilfe der quadratischen Optimierungsaufgabe

%STQS — min (2.4)
A,s = pby (2.5)
A,s <b, (2.6)

ermittelt werden.

Die zu dieser Optimierungsaufgabe gehorenden LAGRANGE-Multiplikatoren stellen die
Verschiebungen u und die plastischen Deformationen A > 0 dar. Fiir den Fall p = p,, erhilt man
aus (2.4 - 6) die SchnittgroBBenverteilung im Grenzzustand der Tragfahigkeit und die Verschie-
bungen einschlieBlich der plastischen Deformationen in den plastischen Gelenken. Liegt die
Belastungsintensitét p unter der elastischen Grenzlast pg, treten keine plastischen Verformungen
aufundes gilt L =0.

In der Formulierung nach Gl.(2.1-3) stellen die Plastizititsbedingungen die Grenzzustands-
gleichungen dar, die den Grenzzustand der Tragféhigkeit des Systems charakterisieren.

2.3 Berechnungsmodelle zur Ermittlung der Grenzlast, der Schnittgroffen und Formdnderungen
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im elastisch-plastischen Zustand unter Beriicksichtigung deformationsbasierter Grenzzustands-
bedingungen

Bei Stahlbetonkonstruktionen werden im allgemeinen die Festigkeitsbedingungen als
Plastizititsbedingungen verwendet. Diese sind im Regelfall iiber normative Festlegungen zu
Grenzdeformationen des Betons und der Bewehrung definiert. In diesem Fall bietet es sich an,
die deformationsbasierten Grenzzustandbedingungen fiir die Querschnitte auch als Grenz-
zustandsbedingungen fiir das Tragsystem zu verwenden. Auch bei Untersuchungen im
Grenzzustand der Gebrauchstauglichkeit spielen sowohl Begrenzungen der Verschiebungen u,
z.B. der Durchbiegungen biegebeanspruchter Elemente, als auch der rissbreitenbestimmenden
Dehnungen der Bewehrung eine entscheidende Rolle. Diese Begrenzungen lassen sich direkt in
das Berechnungsmodell integrieren [8,9].

Bezeichnet man die Intensitét der Belastung bei Erreichen des Grenzzustandes der Tragféhigkeit
weiterhin mit pp, unabhéngig davon, ob der Grenzzustand durch Plastizierung eines Querschnitts
oder durch Erreichen von Grenzdeformationen erreicht wird, kann die zu den Gl.n (2.1-3)
dquivalente und erweiterte Aufgabe wie folgt formuliert werden:

p — max 2.7)
Ags —pbg =0 (2.8)
Alu—-Qs—A;A=0 2.9)
Ass <b, (2.10)
Au <b, (2.11)
AM(A,s —b,) =0 (2.12)
A >0 (2.13)

Die Gl. (2.9) beinhaltet die Vertrdglichkeitsbedingungen unter Beriicksichtigung der kinema-
tischen Randbedingungen, in denen die Verschiebungen u iiber die Matrix Ag' mit den
elastischen Deformationen Q s und den plastischen Deformationen A gekoppelt sind.

Die Gl. (2.12.) stellt die Komplementaritdtsbedingungen dar, Gl. (2.13) die Nichtnegativitdts-
bedingungen fiir die plastischen Deformationen. Die deformationsbasierten Grenzzustands-
bedingungen sind in Gl.(2.11) zusammengefasst. Die Grenzwerte der Verschiebungen bzw.
Deformationen bilden den Vektor b,.

Um die Anzahl der Variablem zu reduzieren, kénnen unter Nutzung der Gl.(2.9) die
Schnittgrofen s eliminiert werden:

s =Q'Alu — QA (2.14)
Das vorstehende Berechnungsmodell kann auch verwendet werden, um die Schnittgroen und
Verformungen unter Beriicksichtigung von Restriktionen fiir die Schnittgrofen und
Verformungen zu berechnen, wenn die Belastungsintensitit p unter dem Grenzwert pp liegt.

2.4 Berechnungsmodelle zur Ermittlung der RestschnittgréfSen und Restverformungen
Treten in einem Tragwerk infolge Belastung plastische Deformationen auf, d.h. kommt es zu
SchnittgroBenumlagerungen, so bleiben nach voélliger Entlastung in diesem Tragwerk
Restschnittgrofien s, und Restdeformationen u, librig. Die Restdeformationen beinhalten einen
elastischen und einen plastischen Anteil. Der plastische Anteil entspricht den plastischen
Verformungen, die sich im Belastungsprozess eingestellt haben. Der elastische Anteil und die
SchnittgréBen sind iiber das Elastizitdtsgesetz miteinander gekoppelt.
Fiir die Ermittlung der Restschnittgroen bieten sich verschiedene Wege an:

Berechnung mit Hilfe der Schnittgroen s, im linear-elastischen Zustand
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Berechnung mit Hilfe der plastischen Verformungen g, aus dem Belastungsprozess.
Die Schnittgréffen s. im elastischen Zustand lassen sich mit Hilfe der quadratischen
Optimierungsaufgabe nach Gl.n (2.4 und 5) berechnen:

551Qs, - min 2.15)

Ais, = pbg. (2.16)
Die zugehorigen LAGRANGE-Multiplikatoren geben die Verschiebungen im linear-elastischen
Zustand an.

Die Restschnitigrofen s, bilden einen FEigenspannungszustand und lassen sich aus der
Optimierungsaufgabe

%srTer — min (2.17)
Ags, =0 (2.18)
Aps, <b, —A,s, (2.19)

ermitteln. Die zugehdrigen LAGRANGE-Multiplikatoren beschreiben die Restverschiebungen
und die plastischen Deformationen.

Andererseits konnen die im Belastungsprozess aufgetretenen plastischen Verformungen A als
Vorverformungen betrachtet und i1m Vektor gy zusammengefasst werden. Diese
Vorverformungen sind als Linearglied in der Zielfunktion zu beriicksichtigen:

%srTer + S(T)s—> min (2.20)

Ags, = 0. (2.21)
Die zu dieser Aufgabe gehorigen LAGRANGE-Multiplikatoren geben die den plastischen
Verformungen zugeordneten Restverschiebungen an.

2.5 Berechnungsmodell zur Ermittlung der Schnittgréfien und Verformungen infolge von
Vorverformungen

Das Berechnungsmodell nach G1.(2.20-21) kann so erweitert werden, dass es zur Berechnung der
SchnittgroBen und Verformungen infolge beliebiger Vorverformungen g, verwendet werden
kann. Die Vorverformungen konnen unterschiedliche Ursachen haben. Fiir praktische
Berechnungen von besonderem Interesse sind Untersuchungen zu den Schnittgréen und
Verformungen, die sich auf Temperatureinwirkungen zuriickfithren lassen. Die Wirkung einer
Vorspannung lésst sich in das Berechnungsmodell integrieren, indem die Vordehnung des
Spannstahls als Vorverformung aufgefasst wird.

%STQS + sgs—> min (2.22)
Azs = pbg (2.23)
Ass <b, (2.24)

Um deformationsbasierte Grenzzustandsgleichungen zu beriicksichtigen, ist das Problem in einer
Form analog Gl.n (2.7 — 13) als Komplementarititsaufgabe zuformulieren[9,10]:

Ais—pbg =0 (2.25)
Alu-Qs—-Ah—g,=0 (2.206)
Ass <b, (2.27)
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Au <b, (2.28)
AT(A,s —b,) =0 (2.29)
A > 0, (2.30)

d.h. die Vertraglichkeitsbedingung ist um den Anteil der Vorverformung gy zu erweitern.

2.6 Berechnungsmodelle zur Bestimmung der Schnittgrofsenumlagerungen infolge Kriechens und
Schwindens des Betons

Die SchnittgroBenumlagerungen in Stahlbetontragwerken infolge Kriechens und Schwindens des
Betons sind von der Zeit abhéngig, d.h. sie stellen einen Prozess dar. Die Berechnungsmodelle
nach 2.5 lassen sich verwenden, um auf der Grundlage einer zeitlichen Diskretisierung eine
sukzessive Ermittlung der SchnittgroBenumlagerungen und der zugehorigen Verdnderungen der
Deformationen durchzufiihren. Dies gilt sowohl fiir die Untersuchung der Spannungs-
umlagerungen am Verbundquerschnitt als auch fiir die Untersuchung der Auswirkungen des
Kriechens und Schwindens des Betons am Tragelement bzw. am Tragwerk [11,12].

2.7 Berechnungsmodelle zur Bestimmung der adaptiven Grenzlast

Wihrend eine sehr groe Anzahl an Untersuchungen zum nichtlinearen Tragverhalten bei
monoton steigender Belastung vorliegt, ist der Umfang an Arbeiten, die sich mit Lastfolgen
auseinandersetzen, vergleichsweise gering. Je nach den Besonderheiten der Belastung und des
Tragwerkes konnen bei Lastfolgen plastische Verformungen auftreten, die entweder nach einer
begrenzten Anzahl von Lastzyklen zum Stillstand kommen oder die je nach Lastrichtung
alternieren bzw. die mit den Lastzyklen progressiv zunehmen. Fiir die Beurteilung eines
Tragwerkes aus elastisch-plastischem Material ist die adaptive Grenzlast pa ein wichtiger
Parameter, der angibt, bei welchem Belastungsniveau sich ein stabiler Restschnittgro3enzustand
einstellt [13-15].

Wird die Belastungsintensitidt p nicht grofer als pa konnen die SchnittgroBen bzw. Form-
dnderungen in einen elastischen Anteil se* bzw. ue* und einen Restanteil s, bzw. u, zerlegt
werden. Vorausgesetzt, dass die Belastungsverhéltnisse untereinander als konstant angesehen
werden konnen, lassen sich fiir jeden Querschnitt des Tragwerkes das Feld der Beanspruchungen
unter Einheitslastfillen bzw. Einheitslastkombinationen bestimmen. Die maligebenden
SchnittgroBenkombinationen werden im Vektor se* zusammengefasst.

Die adaptive Grenzlast ergibt sich aus der linearen Optimierungsaufgabe

p — max (2.31)
Ags, =0 (2.32)
Aps, + pAps, < bp. (2.33)
Die Restschnittgrofen s, werden mit Hilfe der quadratischen Optimierungsaufgabe bestimmit.
1 .

EsrTer — min (2.34)
Ags, =0 (2.35)
Aps, + pAps, <bp (2.36)
bestimmt.

Mit dem Berechnungsmodell nach Gl.n (2.30-32) und Gl.n (2.33-35) lassen sich auch vielfiltige
dynamische Probleme fiir Tragwerke mit elastisch-plastischen Materialeigenschaften und
begrenzten plastischen Deformationen 16sen, wobei der SchnittgroBBen- bzw. Forminderungs-
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zustand in einen durch die dynamische Einwirkungen bedingten elastischen Anteil und in einen
Restanteil zerlegt wird [16-22].

3 Anwendungen bei der Analyse hybrider Strukturen

Im Zuge der Revitalisierung von Bauwerken sind Eingriffe in die Tragstruktur im allgemeinen
unumginglich. Bei der Anpassung an veranderte Nutzungsbedingungen sind deshalb sowohl
Reduzierungen als auch Ergdnzungen der Tragstruktur erforderlich. Im Ergebnis entstehen
hybride Tragstrukturen, deren einzelne Elemente sich beziiglich ihres Alters, bereits vorhandener
Vorbeanspruchungen, gegebenenfalls auch hinsichtlich von Vorverformungen unterscheiden.
Die im Abschnitt 2 beschriebenen Berechnungsmodelle bieten die Moglichkeit, nach einem
einheitlichen Berechnungskonzept separate Betrachtungen zu unterschiedlichen strukturellen
Stadien oder Zwischenstadien des Tragwerkes zu fiihren.

Die Analyse der Ursprungsstruktur gibt Aufschliisse tiber mogliche Verdnderungen der
Steifigkeitsverhaltnisse und tiber mogliche plastische Verformungen. Die Untersuchung ist fiir j
(g=12,..r (O)) unterschiedliche kritische Lastkombinationen zu fithren:

%S(j)TQ(O)S(j) s min (3.1)
A(C?)S(j) _ p(j) bg) (3.2)
AP < b (3.3)

Der hochgestellte Index (... bezeichnet die Ursprungsstruktur. Schidigungsbedingte Verénde-
rungen der Steifigkeiten lassen sich durch Modifikation der Flexibilitdtsmatrix Q beriick-
sichtigen.

Eingriffe in die Struktur des Tragwerkes im Zuge der Revitalisierung werden im Berechnungs-
modell durch entsprechende Anpassungen der Matrizen Ag, Ap und Q, sowie des Vektors bp
erfasst. Diese Anpassung ist fiir jede im Zuge der Revitalisierung entstehende wirksame Struktur
oder Zwischenstruktur, sofern diese in Bezug auf die Schnittgréen und Formadnderungen
relevant ist, vorzunehmen.

Einwirkungen oder Einwirkungskombinationen in einem moglichen Zwischenzustand der
Struktur, gekennzeichnet durch die Indizierung (...)?, gehen in die Belastungsglieder pO)bGO) mit
j=1"D+1, fPV+2, 1P ein, wobei 1 die Anzahl der fiir die Struktur (p) zu beriicksichtigenden
Belastungskombinationen ist. Bleibende Verformungen in der Ursprungsstruktur sowie in den
verdnderten Strukturen gehen in die Vektoren so(p) ein.

Fiir den p-ten Zustand der Struktur ergibt sich folgende Optimierungsaufgabe:

%S(j)TQ(ms(j) + TS50 5 min (3.1)
AP0 = pipW (3.2)
AP0 < b (3.3)

mit j =P V+1, (P D42, P,
4 Schlufifolgerungen

Auf der Grundlage von Energieprinzipen lassen sich vielféltige Aufgaben der nichtlinearen
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Tragwerksanalyse formulieren und mit Hilfe der Methoden der mathematischen Optimierung
16sen.

Spannungs- bzw. deformationsbasierte Grenzzustandsbedingungen in Form von Ungleichungen
lassen sich direkt in das Berechnungsmodell integrieren.

Die Berechnung beruht auf einem einheitlichen Konzept, Verdnderungen der Struktur lassen sich
durch entsprechende Anpassung der Problemmatrizen leicht erfassen.

Die Untersuchung des Zustandes der Tragwerksadaption ermoglicht eine Bewertung des
plastischen Forméinderungsvermdgens infolge von Lastfolgeeffekten.

Problemstellungen, bei denen zeitabhéngige Belastungen oder zeitabhidngige Materialeigen-
schaften zu beriicksichtigen sind, lassen sich nach entsprechender zeitlicher Diskretisierung
sukzessiv berechnen. Dies betrifft auch Untersuchungen, bei denen unterschiedliche wirksame
Strukturen zu beriicksichtigen sind.
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