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Ein System ist ein Gebilde aus Elementen, die miteinander in Wechselwirkung
stehen. Die Wechselwirkung hat die Konsequenz, daf} das System Eigenschaften
zeigt, die an isolierten Elementen nicht erkannt werden kénnen. Diese
Systemeigenschaften sind der Ausdruck organisierter Komplexitat. Man sieht
unmittelbar ein, dal’ ein noch so genaues Studium der einzelnen Elemente in
vitro eine Erkenntnis der Systemeigenschaften nicht erlaubt. Eine rigiorose
Analytik, welche die organisierte Komplexitat zerstort, fuhrt zum Verlust genau

jener Eigenschaften, die es zu erkennen gilt.

Hans Mohr
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Die vorliegende Arbeit stellt die Ergebnisse theoretischer Untersuchungen Uber
Strémungen der freien Turbulenz - der Freistrahlen - fir die Ausbreitung von
Suspensionen vor. Die praktischen Untersuchungen wurden durch das 1GB
durchgefihrt und die Mef3ergebnisse freundlicherweise dem Verfasser zur

! Ingtitut fiir Gewasserokologie und Binnenfischerei im Forschungsverbund Berlin e.V., Abteilung
Limnologie geschichteter Seen, Alte Fischerhitte 2, 16775 Neuglobsow



1.2 Ziel der Arbeit

Das Ziel der Arbeit besteht in der Entwicklung einer theoretisch begriindeten und
praktisch anwendbaren Rechenvorschrift zur Beschreibung und Vorhersage von
Ausbreitungsmechanismen von Suspensionen in ruhenden Wasserkdrpern. Es sollen
Aussagen zum Geschwindigkeits- und Konzentrationsprofil in jedem Punkt der
Ausbreitungsfahne getroffen werden koénnen. Eine theoretische Rechenvorschrift
weist auf Grund der Eigenschaften der freien Turbulenzen hochkomplexe Strukturen
auf, die im praktischen Gebrauch bei der Beurteilung und Vorhersage von fluiden
Ausbreitungsvorgangen nicht handhabbar sind.

Die bisherigen Berechnungen des Konzentrationsprofils von Suspensionen in fluiden
Strahlen beruht hauptsachlich auf dem Verdinnungsprinzip. Dabei wird der Tracer-
Gehalt in einem solchen Strahl Uber die Lauflénge des Strahls konstant gehalten. Im
Falle von sogenannten Sterberaten, d.h. daR aufgrund einer Ubersittigung der nicht
mehr zu transportierende, suspendierte Tracer ausfallt, kann dieses

Verdunnungsprinzip nicht mehr angewendet werden.

Es war somit eine Rechenvorschrift zu schaffen, die in Abhangigkeit der
Anfangsbedingungen eines Mehrphasenstrahls sowohl die Ausbreitungsgeometrie a's
auch das Konzentrationsgleichgewicht eines suspendierten Tracers in Abhéngigkeit

des Transportvermogens berticksichtigt.

Des weiteren sind die Berechnungen fir Freistrahlen nur in einem unbegrenzten
Raum zulassig. Unter natirrlichen Bedingungen sind in einem Wasserkorper Grenzen
vorhanden, wie z.B. die Oberflache eines Sees, der Seengrund oder auch die
Sprungschicht zur Stagnationsperiode im Sommer und Winter in dimiktischen Seen.
Trifft ein Freistrahl auf solch eine Grenze, so wird er in seiner Ausbreitung
behindert. Im weiteren mul3 diese Strémung als Schichtenstromung aufgefaldt
werden. Eine weitere Begrenzung der Ausbreitung liegt in der Strahlturbulenz selbst
begriindet. Sinkt die Strahlgeschwindigkeit unter einen von den Dichteverhaltnissen
zwischen Strahl- und Umgebungsmedium und der Strahlbreite abhéngigen Wert,
dann kommt der vertikale Austausch von Flissigkeitsteilchen Gber die Strahlgrenze



hinweg zum Erliegen. Auch hier ist im weiteren die Stromung a's Schichtenstromung

aufzufassen.

1.3 Methode

Entsprechend der Aufgabenstellung gliedert sich die Arbeit in drel Teile.

Im ersten Teil werden fur die tropfbaren FlUssigkeiten die Kontinuumshypothese
eingefuhrt, die Turbulenz ph&nomenologisch beschrieben und die Probleme bei der
mathematischen Behandlung turbulenter Stromungen aufgezeigt. Darauf aufbauend
werden die grundlegenden Gleichungen fur die mathematische Behandlung von
Freistrahlen unter Beachtung der Stoffeigenschaften des Umgebungsfluids
dargestellt.

Im zweiten Tell wird die Hypothese eingefihrt, dal3 das durch das
Normalverteilungsgesetz  gegebene  Geschwindigkeitsprofil  orthogonal  zur
Strahltrgjektorie durch eine lineare Verteilung ersetzt werden kann. Aus der
Verschiebung dieser Vertellung |83 sich das Geschwindigkeitsprofil eines

Freistrahls als Querschnitt eines Wirbelringes auffassen.

Schwerpunkte sind die Modellierung von Freistrahlen in Form einer Folge von
Wirbelringen mit einem Wirbelfadendurchmesser der gleichen GrdfRenordnung wie
der Wirbelringdurchmesser und deren Transportleistung von feinverteilten Stoffen in
einem stratifizierten Wasserkorper. Ein Berechnungsmodell fir die Ausbreitung von
fluiden Strahlen in einem geschichteten Medium wird entwickelt.

Im dritten Teill werden die Eigenschaften des Wassers aufgezeigt. Verschiedene
Verfahren zur Bestimmung der Dichte als Funktion von Temperatur, Druck und der
Menge an gel6sten Stoffe werden beschrieben und hinsichtlich ihrer Anwendbarkeit
ausgewertet. Des weiteren wird das Grolexperiment "Schmaler Luzin" vorgestellt
und die entwickelte Rechenvorschrift auf die Mef3ergebnisse aus dem Versuch

angewendet.



2 Grundlagen zur Beschreibung axialsymmetrischer

turbulenter Stromungen

Im folgenden Kapitel werden fir die tropfbaren Flissigkeiten die
Kontinuumshypothese eingefuhrt, die Turbulenz phanomenologisch beschrieben und
die Probleme bei der mathematischen Behandlung turbulenter Strémungen
aufgezeigt.

2.1 Kontinuumshypothese und Turbulenz

Zur dynamischen Beschreibung einer fluiden Stromung ist die Flussigkeit als
Kontinuum aufzufassen. Grundlage dafir ist zum einen die Vernachléssigung der
ungeordneten Bewegungen einzelner Atome und Molekile und zum anderen, dal3 ein
Raumgebiet stetig und luckenlos mit FlUssigkeitstellchen  gefullt st
[Recknagel 1980].

Den Ansatz zur Kontinuumshypothese liefert folgende mikroskopische Betrachtung
eines fluiden Raumgebietes. Flissigkeiten bestehen aus mehr oder weniger
dichtgelagerten Molekilen mit einem mittleren Abstand von etwa einem effektiven
Molekilldurchmesser untereinander (ca  3x10°cm)® Die Molekile liegen
ungeordnet vor und kénnen jederzeit (wenn sie in flissiger oder gasformiger Phase
vorliegen) ihre Plétze tauschen. Zwischen den Molekilen besteht, im Gegensatz zu
Gasen, eine permanente Wechselwirkung.

Die Bewegung eines definierten Raumgebietes einer fluiden Materie kdnnte nun tber
die Bewegungsgleichungen der es beinhaltenden Molekile beschrieben werden.
Voraussetzung ist das Bekanntsein des Ortes und des Impulses jeden Molekdls.
Heisenberg wies jedoch nach, dal3 der Impuls und der Ort eines Teilchens nicht
gleichzeitig angegeben werden kénnen (Heisenbergsche Unschérfenrelation). Ein
weiteres Hindernis fir dieses Herangehen ist die gro3e Anzahl der Molekile in
einem definierten Raumgebiet, die eine rechnerische Auswertung schwer bzw. sogar
unmaoglich macht.

Ein geeignetes Verfahren zur Beschreibung der Bewegungen in einer fluiden Materie
ist die Zusammenfassung der einzelnen Molekiile zu Molekulhaufen mittlerer Grofie.
Diese Molekilhaufen sind dann die kleinsten Teilchen der fluiden Materie in einem



Raumgebiet, die sogenannten FlUssigkeitsteilchen. Bedingung fir diese
Vorgehensweise ist, dal3 einerseits das Volumen des Molekilhaufens klein
gegenuber dem Volumen des Raumgebietes ist und andererseits das Volumen des
Molekllhaufens so grof3 ist, dal? es unabhangig von der Anzahl der Molekile wird.
Auf diese Weise |&3 sich fir ein Kontinuum die Massendichte r einfihren. Die
Massendichte ist das Verhdtnis der gesamten Molekilmassen in enem
Molekulhaufen (Flussigkeitsteilchen) zum eingenommenen Volumen, wobei das
Volumen so grof3 sein mul3, dal die Dichte des Flissigkeitsteilchens unabhéngig von
seinem Volumen wird [Spurk1996].

Die Kontinuumshypothese besagt, dal3 das Volumen des Flissigkeitsteilchens als
unendlich klein im Vergleich zu dem Volumen des Raumgebietes angenommen
werden darf. Damit kann das fluide Teilchen as ein materieller Punkt aufgefaldt und
die Dichte im fluiden Raumgebiet as stetige Funktion von Ort und Zeit betrachtet
werden. Mit anderen Worten, ein fluides Kontinuum zeichnet sich dadurch aus, daf3
in einem definierten Raumgebiet, in dem sich ein Flussigkeitsteilchen befindet, ein
zweites nicht hineinkommen kann, wenn es nicht das erste verdrangt oder

Fur die Kontinuumshypothese muf ein weiteres Kriterium eingefiihrt werden: die
thermische Bewegung der Molekiile und die sie daran hindernden Anziehungskréfte
benachbarter Molekile. Selbst wenn keine Bewegung eines fluiden Raumgebietes
vorhanden ist, kénnen die Molekile ihre Plaze auf Grund der thermischen
Bewegung wechseln. Daraus folgt, da? ein Molekil ein Fissigkeitsteilchen
verlassen und in ein anderes eintreten kann, um dort wiederum ein Molekdl von
seinem Platz zu verdrangen. Dieser Austauschvorgang, auf das Kontinuum bezogen,
wird als Diffusion bezeichnet. Damit verbunden ist ein Impulstransport durch die
Oberflache eines Flussigkeitsteilchens, der sich as ein Teil der inneren Reibung
darstellt. Den groRReren Teil jedoch liefern die Anziehungskrdfte der Molekile
untereinander selbst. Daher sinkt die Viskositat mit steigender Temperatur, denn die
Patzwechsel werden durch die stérkere Bewegung der Molekiile begiinstigt.

Fur die phanomenol ogische Beschreibung der Turbulenz kann nun im folgenden auf

den elementaren Begriff "Flussigkeitsteilchen" zurlickgegriffen werden.

% Dasist die mittlere freie Teilchenweglange fiir H,O-Molekiile [Sigloch1996].



Bel der Betrachtung von Stromungen realer Fluide sind zwei Strdmungsformen zu
unterscheiden: die laminare und die turbulente Strdmung.

Bewegen sich die Flussigkeitsteilchen nebeneinander auf streng getrennten
Strombahnen, so spricht man von einer laminaren Strémung. Sie entsteht vor alem
bei kleinen Flief3geschwindigkeiten. Eine Diffusion findet nur im mikroskopischen
Bereich statt, bedingt durch die thermische Molekularbewegung der
FlUssigkeitsteilchen. Die innere Reibung kommt durch den molekilbedingten

Impulsaustausch zustande. Dieser wirkt sich al's Scherspannung aus (Viskositét).

Wird nun die Flief3geschwindigkeit einer laminaren Stromung erhoht, &ndert sich das
Strémungsbild ab einem kritischen Wert erheblich. Die urspriinglich stabile laminare
Strémung wird instabil und als turbulent bezeichnet. In Auswertung seiner

Experimente zeigte Osborne Reynolds (1883), da3 eine Kennzahl vD/n existiert
(gebildet aus der Flief3geschwindigkeit v, dem Rohrdurchmesser D und der

n) welche diesen kritischen Wert kennzeichnet (Reynolds-
Zahl Re = 2320).

Eine anschauliche Beschreibung der Turbulenz ist durch die Zusammenfassung von
Flissigkeitsteilchen zu sogenannten Wirbelballen méglich.

Turbulente Strémungsgebiete bestehen aus Wirbelballen (Turbulenzballen)®, deren
Grof3e Uber einen weiten Bereich schwanken kann. Die grof3ten Wirbel liegen in der
GrofRRenordnung des Stromungsgebietes selbst und die kleinsten im Millimeterbereich
und darunter. Grof3e Wirbel besitzen den Haupttell der Bewegungsenergie der
Strémung. Diese wird nach und nach in die kleineren Wirbel CUbertragen
(Energiekaskade), bis sie in den kleinsten Wirbeln durch viskose Reibung in
Warmeenergie umgewandelt wird [Griebel1995]. Die Grofe der Wirbel ist zum
einen Abhéangig von der dufleren Geometrie des Stromungsgebietes (Maximalwert)

und zum anderen von der Dissipationsrate e und der kinematischen Viskositét n
(Minimalwert) [TENNEKES1972]. Es gilt IS:(n3/e)“mit s as den kleinstem

moglichen Wirbeldurchmesser. Die Grofe |s wird auch als Kolmogorovsches

L dangenmal? bezei chnet.

% Die Turbulenzballen bestehen wiederum aus den kleinsten Elementen der fluiden Strémung; den



Es ist nun ersichtlich, dal3 ein FlUssigkeitsteilchen zum einen der transatorischen
Bewegung des gesamten fluiden Raumgebietes unterworfen ist, und zum anderen
durch eine Rotationsbewegung des mit ihm verbundenen Wirbelballens aus der
trand atorischen Richtung abgelenkt wird.

Da die Turbulenz selbst ein nichtlineares dynamischen Problem darstellt, ist auch
eine exakte Beschreibung der Turbulenz nicht moglich. Um dennoch die Turbulenz
charakterisieren zu kénnen, werden in der einschl&gigen Literatur im allgemeinen die
Eigenschaften der turbulenten Strdmungen angegeben. Zusammenfassend haben
turbulente Stromungen folgende Eigenschaften [ SIGLOCH1996]:

instation&r und dreidimensional,

unregelmaldig, chaotisch und nicht vorhersagbar,
mischungsintensiv,

drehungsbehaftet,

dissipativ.

Es sa darauf hingewiesen, dald die Turbulenz keine Stoffeigenschaft, d.h. keine

Eigenschaft der FlUssigkeit, sondern eine Eigenschaft des Strémungsvorganges ist.

2.2 Mathematische Beschreibung fluider Stromungen

Wird in ener turbulenten Stromung ein Flussigkeitsteilchen herausgegriffen und
werden die das Flussigkeitsteilchen kennzeichnenden Geschwindigkeitsbeitrage
betrachtet, so kommt man zu dem Ergebnis, dal3 das Flussigkeitsteilchen einer
Trandations- und einer Rotationsbewegung unterworfen ist. Wird des weiteren diese
zusammengesetzte Bewegung in einem kartesischen Koordinatensystem dargestellt,
so ergeben sich drei Geschwindigkeitsvektoren, die zueinander orthogona stehen.
Diese Geschwindigkeitsvektoren beschreiben die augenblickliche Geschwindigkeit

des Teilchens.

Fir eine instationdre, kompressible Stromung ohne Quellen und Senken
[WIEGHARDT1965, ROTTA1972, SCHATZMANN1976, RoDI1993] sind die, das



Stromungsfeld  kennzeichnenden Gleichungen in vektoridller Darstellung® die
Kontinuitétsgleichung

br L rdvv=0 [2-1]
Dt

und die Bewegungsgleichung
rg—\t/:-gradp+div'i’+rf. [2-2]

Darin ist D/Dt=19/ft+Vvgrad die substantielle Differentiation der betreffenden
FeldgroRe nach der Zeit, d.h. die zeitliche Anderung der FeldgroRe, die ein sich mit
der Geschwindigkeit v bewegender Beobachter feststellt. Des weiteren ist r die

Dichte im Stromungsfluid und v der Vektor der Momentangeschwindigkeit, p der

Druck, T der Tensor der Stokesschen Rei bungsspannungen (Tensor 2. Stufe) und f
die am Fluiddement angreifenden Volumenkréfte (z.B. Erdanziehung,
Zentrifugalkraft). Aus der Kontinuitétsgleichung folgt, da3 die Summe aus der

rl%rt und der relativen Volumenanderung divv fur ein

Volumenelement gleich Null ist. Die Bewegungsgleichung ist das Newtonsche
Grundgesetz der Mechanik, d.h. die zeitliche Anderung des Impulses ist gleich der
Summe der auf den Korper wirkenden Kréfte.

Fur ein rechtwinkliges kartesisches Koordinatensystem lassen sich die Gl. [2-1] und

[2-2 mit v=v,, f =f,, T=t, und der substantiellen Ableitung = = 1 +y,
Dt ft ' 1x,

in eine anschaulichere Form bringen. Dann gilt fir die Kontinuitétsgleichung

ﬂ_r+viﬂ_r+rM:o [2-3]

It X, 1,
und die Bewegungsgleichung

_ _ t
e Wy M ﬂp+ﬂ”+rfi. [2-4]

qt " qx J. x, T,
Besteht die Strémung aus einem inkompressiblen Fluid®, so ist die Dichte eines
Flussigkeitsteilchens konstant und die Gleichungen [2-1] und [2-2] lassen sich nach
der Division durchr zu

divy =0 [2-5]

* koordinatenunabhangig
® nach [ROTTA1972]: volumenbestandigem Fluid



und

bv_. r—gradp nrotrotv +f [2-6]

Dt
mit der kinematischen Z&higkeit n=nyr vereinfachen. Die Gleichung [2-6] stellt
die Navier-Stokessche-Gleichung dar. Werden diese Gleichungen in ein
rechtwinkliges kartesi sches Koordinatensystem Uberfihrt, dann ergibt sich fur Gl. [2-
5] mit x, y und z fr die Koordinatenrichtungen
RIUPR L L [2-7]
x Ty 1z
und fir Gleichung [2-6]

v v \Y, v, 19p ‘ﬂ Vv, ‘|12v 0

“HV, S +V —+V, =-——+n = =1+t [2-8/1]
It X Ty 1z r x g‘ﬂx Ty 1z2° 5
T, +V, v, +V, v, +v, AL < T V2 ! sz g+fy [2-8/2]
It x Ty 1z r Iy é‘ﬂx Ty 1z° 5

v, +V, T, +V, v, +v, W, _. 1E+n'EJaT sz o3 sz 1 V2 ?+fz [2-8/3]
fit fix y iz r iz g‘ﬂX y" 127 5

Wie oben angedeutet beschreiben diese Gleichungen die augenblickliche

Geschwindigkeit, bestehend aus einer tranglatorischen und einer Rotationsbewegung,
eines definierten Flissigkeitsteilchens. Da diese Bewegungen dem chaotischen
Prinzip folgen (nichtlineare Dynamik) sind die Gl. [2-8/1] bis [2-8/3] im allgemeinen
nicht |dsbar.

Erst die Erkenntnis von Reynolds fihrte dazu, dal3 fir bestimmte Anwendungen das
Gleichungssystem gelost werden  konnte. Er flhrte eine dtatistische
Betrachtungsweise turbulenter Strémungen ein. Es gilt, dal3 einer geordneten
Grundstrémung (Primérstromung) eine ungeordnete Nebenstromung
(Sekundarstréomung) Uberlagert ist. Das fuhrt zu der These, dald3 der Vektor der

momentanen Geschwindigkeit V(F,t) am Ort ¥ sich aus einer im Mittel stationren
Geschwindigkeit V(F) und einer (berlagerten Zufallsschwankung  V4F,t)

zusammensetzt. Es gilt: V(F,t)=V(F)+V¢F,t). Die mittlere Geschwindigkeit ist

t+T

dann:  V(F) =1/t ov(r t)dt, wobei das Zeitintervall t* geniigend groR gewahit

werden muR, so da der Mittelwert V(F) unabhangig davon wird (Abb. 2-1).
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Das entsprechende Zeitmittel der Schwankungsgeschwindigkeit V¢= 0 verschwindet
definitionsgemal, jedoch nicht das quadratische Mittel V€ 1 0.

Abb. 2-1: Turbulente Schwankung der Geschwindigkeit

Werden die Gleichungen [2-7] und [2-8/1] bis [2-8/3] den Mittelwertoperationen

unterzogen, dann spaltet sich die Momentangeschwindigkeit in eine gemittelte

Geschwindigkeit v, und die zugehdrige Schwankungsgeschwindigkeit v¢ auf und es

ergibt sich fur Gleichung [2-7]

v, W,
x Ty 1z

und fur Gleichungen [2-8/1] bis[2-8/3]

=0 [2-9]

W™, v, ™, +y, Wy V.- 170 3q1vd>\/¢ ‘ITVW¢ Tvevgo
k b ﬂy R T 2 b e " o [2-10/1]
@l TV, 1,0,
AP VR P
ﬂ;y -~ 111\7y vy, 1];@ v, 1];@ _ 1%_ ?\%ﬁ”ﬂ ﬂ\;ﬁ”h 11\1/19/9%
X VA r X Z
Y Y Y 2 [2-1012]
+na(aI y+‘"\/V+.”2_yb+f
gﬂx v 12 5
w,oW, oW v_ 17 aqwcm ﬂvcm ﬂvmo
—2+V, +Vy L= -
oy 2 T 2 L T

AR LA AL
Sy g

Diese Gleichungen werden auch als die Reynoldsschen Gleichungen bezeichnet.

Der zweite und der dritte Term auf der rechten Seite der Gleichungen [2-10/1] bis
[2-10/3] konnen zusammengefald as die Reynoldsschen Spannungen und die

Stokesschen Reibungsspannungen interpretiert werden, so dal3 gilt:
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At =-rvie+ L+E9 [2-11]
a ] i =
ﬂXJ ﬂv| ﬂ

fari,j=x,y,z.

In der Regel Uberwiegen die Reynoldsschen Spannungen gegeniiber den Stokesschen
Reibungsspannungen um Groélenordnungen. Demzufolge kdnnen die Stokesschen
Reibungsspannungen vernachl&ssigt werden, nur bei Stromungen in der N&he fester
Winde sind sie zu beriicksichtigen. Die Anwendung der Grenzschichttheorie®
vereinfacht die Reynoldsschen Gleichungen, d.h. dal3 bel Strémungsvorgangen der
freien Turbulenz die Anwesenheit des Turbulenzgebietes keine nennenswerte
Rickwirkung auf das umgebende Strémungsfeld hat.

Im folgenden sollen die Kontinuitdtss und die Bewegungsgleichung fir en
zylindrisches Koordinatensystem abgeleitet werden, da im folgenden nur noch
axialsymmetrische Strémungsvorgange betrachtet werden.

2.3 Mathematische Beschreibung axialsymmetrischer Stromungen

Fir eine stationédre, inkompressible und axialsymmetrische Strémung ohne &uliere
Volumenkréfte lassen sich die Gl. [2-9] und [2-10/1] bis [2-10/3] in einem
zylindrischen Koordinatensystem (x, r und f) darstellen (Abb. 2-2). Dabel weist die

x-Koordinate in Richtung der Stromung, r ist der radiale Abstand und v_,v_,v, sind

die Geschwindigkeitskomponenten in axialer, radialer und azimutaler Richtung
[RAJARATNAM1976 / SCHLICHTING1933 / ROTTA1972].
Fur die Kontinuitatsgleichung erhdt man dann in x-, r- und f -Richtung
W, W, v, 1 _ [2-12]
™ o r rff
und fur die Bewegungsgleichungen

V.V 2y v V. 0§
\—/E+\7E ff— 1ﬂb+nﬂ_Vr+}E_L+ﬂVr9

o Cx rr &M rr P g
s [2197]

- ae‘”—vfliv¢+1v¢v¢+£‘vg:- Vi t+

é‘ﬂr B ) r r %

®von L. Prandtl [SCHLICHTING1965]
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v W, +V LA —naﬂzvf 1M, z+ﬂzvf9

" qr * 1 r g‘ﬂr2 rqr r? X* 5
) [2-13/2]

q ¢o

v¢v¢+—vw¢+2 -

qr Ix r 5

v, v, +\7XE=-1E+n§ﬂ \72 +}'ﬂ\7x +'ﬂ\72x9

I x r 9x e fr rf™r WX g [(2-13/3]

Ve o.

- (;:a(:'ivTvﬂH1 vOve + <
X r g

Darin sind p der Druck in irgendeinem Punkt des betrachteten Stromungsgebietes

und n die kinematische Zahigkeit. Unter der Annahme, dal3 die axialsymmetrische

v, =0 ist, entfallen ale Terme in den obigen

Gleichungen, die v¢ enthalten. Des weiteren kann angenommen werden, dal’ der
Geschwindigkeitsgradient in radialer Richtung viel groRer asin axialer Richtung ist’
und dal3 fur hohe Reynolds-Zahlen die Schubspannungen, resultierend aus der
Viskositét, vernachléssigbar klein gegentiber denen der Turbulenz sind.

Abb. 2-2: Bezeichner im zylindrischen Koordinatensystem

In [WYGNANSKI1969] wird nachgewiesen, dal’ die turbulenten Scherspannungen in
axialer und radialer Richtung gleich sind. Damit entféllt Gleichung [2-13/2] und die
Gleichungen [2-13/1] und [2-13/3] lassen sich vereinfachen zu:

1o Twe [2-14]

rqr qr

vV g W 1 Tige. Toge. Y8 [2-15]
X 1Ir rax Ix I r

" Die Geschwindigkeit in axialer Richtung ist sehr viel gréRer alsin radialer Richtung.
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Mit -rvev¢ fir die Reynoldssche Schubspannung und miv, /fr fur die
Newtonsche Schubspannung® kann dann mit t:r(- vOve+niv, /‘ﬂr) und der

integrierten Gleichung [2-14] die Gleichung [2-15] wie folgt geschrieben werden:

\_/XE-F\_IFE:-l@-i—iltr [2-16]
X qr rax rrqr
In den meisten praktischen Anwendungen spielt der Druck keine Rolle, so dal3 sich
die Gleichung [2-16] zu
vV g W LW,
Ix I  rrqr

vereinfachen 1&8%t. Die Gleichungen [2-12] und [2-17] sind die vereinfachten

[2-17]

Bewegungsgleichungen fir einen stationdaren, inkompressiblen vollentwickelten
Freistrahl in einem homogenen Umgebungsfluid®.

2.4 Impuls- und Energiegleichungen fur die axialsymmetrische Stromung

Wird Gleichung [2-17] mit rr multipliziert und in den Grenzen r=0 bis r =¥
integriert, dann erhdlt man die folgende Gleichung fir den Impuls einer
axial symmetrischen Strémung in einer homogenen, turbulenzfreien Umgebung™

v eV ey IV T
A X X = . 2-2
gV, I x dr+gv.r " dr dﬂrtdr [2-20]

0 0 0
Jedes der obigen Glieder kann mit der Liebnitz-Regel auch in folgender Weise
geschrieben werden™ [REDDICK 1962]:

JVv, ﬂ Xdr— oﬂ—(rvir)rdr
° ) [2-21]
==rvi— rdr
4p o’-p
@*vrrﬂvx dr=|rv,v1 - (‘jvxrmdr = (‘jvxrﬂvx dr
O 11d "o r [2-22)
=== " rv? rdr
spax' 0P

® In erster Néherung kann der Term mifiV, /9Ir vernachléssigt werden [ROTTA1972].
° Die Zone des vollausgebildeten Strahles beginnt nach dem Referenzquerschnitt.

1% Im weiteren gilt fur die gemittelten Geschwindigkeiten V, =V, .

" Diealgemeine Form der Liebnitz-Regel (Parameterintegral) lautet

b(x) 9 ) da ) db

aO."—X f(x, y)dy_d_x Of(x y)dy+f(xad— f(x, bdx
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B%tdr:w: =1t(¥)- t(0)] =0. [2-23]

0
Die Substitution der Glieder in der Gl. [2-20] mit den Gleichungen [2-21] bis [2-23]
fuhrt zur Gl. [2-24], die die Impulsénderung in einer axialsymmetrischen Stromung

beschreibt:
d r v2¥@2prdr =0 [2-24]
dx "o '

Aus Gl. [2-24] folgt, dal3 die Impulsidnderung in axialer Richtung Null bzw. daf3 der
Impulsin axialer Richtung konstant ist.
Die Energiegleichung erhdlt man, wenn Gleichung [2-17] mit r vixr multipliziert und

in den Grenzen r =0 bis r =¥ integriert wird:

V2 v v MR |
X Xdr = r—tdr . 2-25
q oo Oy [2-29)

dr+drv v,

d

0
Die Anwendung der Liebnitz-Regel auf die Gl. [2-25] fuhrt zu den Gleichungen
[2-26], [2-27] und [2-28]:

v 11
v —Xdr===rv? p [2-26]
9 x  4p 02 fix
1\Y; ¥ qrv?
dr=¢yv, ——>dr
r Od. I'T[r 2
rvi| frv? qry
=rv, — - O— L dr 2-2

¥

Der Additionsterm der Gl. [2-25] 18 sich mit den Gl. [2-26] und
[2-27] dann schreiben als

d 21]”)( dr+drvv

0

ﬂ*dr
1Ir

11
—Xrdr+==r 2-28*
X ap v 02p [ ]

11d

————rv rdr,
2 p dx 002p

wobei sich der Integrand as die durch eine ringférmigen Flache transportierte
kinematische Energie interpretieren |&3%. Der Schubspannungsterm der Gl.
[2-25] 1803 sich in folgender Weise mit der Liebnitz-Regel umwandeln:

¥@vxr%tdr = dt ﬂﬂ “dr=-— O’Zprdrt ﬂ'ﬂr [2-28]
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Gleichung [2-28] repréasentiert die Turbulenzproduktion in einer turbulenten

Die Substitution der Glieder in Gl. [2-25] mit den Gl. [2-26], [2-27] und [2-28] liefert
die Gleichung:

div rv 02prdr = -t O’Zprdr [2-29]
X

Diese besagt, dal} die Abnahme der kinetischen Energie der Zunahme der
Turbulenzproduktion entspricht [RAJARATNAM1976].

2.5 Empirische Anséatze zur Losung der partiellen Differentialgleichungen

Die  obigen Gleichungen  sind gekoppelte  partielle  nichtlineare
Differentialgleichungen, d.h. sie sind nur unter grof3en Vereinfachungen analytisch
|6sbar. Grundlage dafir sind empirische Ansétze, die den Term der gemittelten
Schwankungsbewegungen ersetzen und somit die Gleichungen schlief3en. Eine
Moglichkeit der Schlief3ung ist die rein phanomenologische Beschreibung der
scheinbaren  Schubspannung mit dem Austauschansatz nach Boussinesg
[PRANDTL1912]. Dabei wird angenommen, dal3 die Reynoldssche Schubspannung,
ghnlich dem Newtonschen Reibungsgesetz n{dv, /dr)der laminaren Strémung, der

Impul saustauschgrof3e A proportional ist:

av,
dr

[2-30]

Dabei ist die Austauschgrofe A; kein Stoffbeiwert wie der Zahigkeitsbeiwert m
sondern hangt auf3erdem von der mittleren Geschwindigkeit v, und ihrer Verteilung
ab. Wird die Wirbelviskositét' & mit der Relation e, = A, /r eingefiihrt, dann gilt:

av,

-r Vg,\/g:_
dr

[2-31]

Ein weiterer Ansatz resultiert aus der Mischungswegtheorie nach Prandtl. Dabei
werden zwei Schichten mit einem infinitessimalem Abstand | betrachtet (Abb. 2-3).
Die untere Schicht soll die Geschwindigkeit vx und die obere die linear genadherte
Geschwindigkeit v, +1(dv, /dr) haben. Ein Fliissigkeitsteilchen, welches wegen der
Schwankungsbewegung von der oberen in die untere Schicht bewegt wird, nahert
sich mit einer horizontalen Relativgeschwindigkeit von v¢=I(dv,/dr). Da ein

definiertes fluides Raumgebiet as Kontinuum aufgefal® wird, mul3 sich ein
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Flussigkeitsteilchen aus der unteren Schicht zur oberen hin bewegen, und zwar mit
der Geschwindigkeit v¢=I(dv, /dr). Daraus 18Rt sich ableiten, da durch einen

horizontalen Schnitt pro Flacheneinheit eine Masse rl(dv, /dr) mit einer relativen
Geschwindigkeitsgradienten von I(dv, /dr) bewegt wird [HUTTER1995]. Der
Impulsflufd ist dann

Crvgug=r FL0 [2-32]
e dr g
T
| 1(dv,/dr)
—
) @ ,
A
(Y 0
T

VVX

Abb. 2-3: Schematische Darstellung zu Herleitung des Prandtlschen Mischungsweghypothese

Da das Vorzeichen der Reynoldsschen Schubspannung vom Vorzeichen des
Geschwindigkeitsgradienten abhangt, gilt fur die Gl. [2-32]:

dv, |dv,
dr | dr

-rveve=rl? : [2-33]

Weitere empirische Ansdtze wurden durch Reynolds, Taylor und Bradshaw
aufgestellt [RoTTA1972] [RODI1978]. Andere Mdglichkeiten fir die mathematische
Beschreibung von turbulenten Strémungen sind:

direkte numerische Simulation (DNS)

Die Navier-Stokes-Gleichungen werden diskretisert und fir ein
hinreichend feines Gitter aufgel6st, um die kleinsten auftretenden Wirbel
in einer Stromung darstellen zu konnen. Die dafur bendtigte Anzahl von
Gitterpunkten Ubersteigt im allgemeinen die heutige zur Verfigung
stehende Rechenleistung [ GRIEBEL1995].

k-e-Turbulenzmodelle

12 Die scheinbare Zahigkeit ist ein Maf der Turbulenzstérke.
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Fur die Modellierung der Reynoldsspannungen werden die turbulente
kinetische Energie k und deren Dissipationsrate e eingefuihrt. Zur Losung
muf3 unter anderem die Annahme getroffen werden, dal3 die turbulente
Wirbelviskositét proportional dem Quotienten der quadrierten kinetischen
Energie und der Dissipationsrate ist [RODI1978]

Large-Eddy-Simulation (LES, Grobstruktursimulation)

Diese Simulation ist eine Mischung aus DNS und einem k-e-Modell und
geht von der Annahme aus, dald die Turbulenz im wesentlichen aus
grofden, energiereichen Wirbeln besteht, die durch das numerische
Verfahren berechnet werden konnen und aus kleinen, energiearmen
Wirbeln, die nicht numerisch behandelt werden kénnen, aber modellierbar
sind™® [BREUER1996].

Eine gute und umfangreiche Zusammenstellung von Turbulenzmodellen finden sich
in [RODI1996].

Bestandteil aller Modellierungen turbulenter Strémungen sind, neben den partiellen
Differentialgleichungen, auf Grund der in ihnen vorkommenden gekoppelten
Glieder, empirische Ansétze, die zu Konstanten fiihren. Dabei ist die Genauigkeit des
Turbulenzmodells abhangig von der Allgemeingiltigkeit und von der Anzahl der
eingefUhrten empirischen Konstanten und Funktionen.

2.6 Zusammenfassung

Die Stromungslehre verwendet zur Beschreibung der hydraulischen Probleme die
Kontinuumshypothese. Die makroskopische Betrachtung des Strdmungsvorganges
liefert Flussigkeitsteilchen, deren Durchmesser grof3er als der der einzelnen Atome
und Moleklle sind und schafft damit die Moglichkeit, Flissigkeiten und Gase als
Kontinua aufzufassen. Die ZustandsgrofRen, wie Temperatur, Druck und
Geschwindigkeit kdnnen nun phadnomenologisch beschrieben und auf die Energie-
und Entropiegleichung angewendet werden. Die en  Stromungsgebiet
kennzeichnenden  Gesetze  liegen  somit als  gekoppelte  partielle
Differentialgleichungen vor. Die wichtigsten Gleichungen sind die Kontinuitdts- und
die Impulsgleichungen. Die erste Gleichung beschreibt den Erhalt von Masse und die

3 LES verneint, daf turbulente Strémungen einen stochastischen Prozef darstellen; es werden
Strukturen betrachtet, die ein hohes Mal3 an Ordnung besitzen, grof3skalig sind und charakteristische
L ebensdauern aufweisen.
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zweite beschreibt die Bewegung fluider Elemente (FlUssigkeitsteilchen). Viele
Stromungsvorgange werden zwar durch dieses Gleichungssystem beschrieben, sind
aber allgemein analytisch nicht 16sbar [FLETCHER1991].

Um trotzdem hydraulische Probleme beschreiben zu kénnen, werden verschiedene
Verfahren angewandt (numerische Verfahren, dimensionsanalytische Verfahren,
etc.). Grundlage ist jedoch in alen Féllen, dal3 die nichtlinearen gekoppelten Glieder
der partiellen DGL durch empirische Ansétze ersetzt werden.



ruhenden homogenen Umgebung gleichen Fluids

Die phanomenologische Betrachtung eines Strahls liefert folgende Beschreibung:
Turbulente Freistrahlen gehoren zur Gruppe der freien Turbulenz'*, d.h. am Rand
eines Stromungsgebiets rufen die unterschiedlichen  Geschwindigkeiten
Austauschvorgange hervor. Es bilden sich Diffusionszonen, deren Breite senkrecht
zur Strahltragjektorie mit der Lauflange des Strahls zunimmt. In  dieser
Mischungszone werden die am Strahlrand angrenzenden FlUssigkeitsteilchen von
den sich ausbildenden Wirbeln erfal3t und beschleunigt. Die Flissigkeitsteilchen im
Strahlinneren werden durch Geschwindigkeitsschwankungen und Wirbel 1&ngs und
quer zur Stréomungsrichtung in Laufrichtung abgebremst. Durch den Zustrom von

14 Unter freier Turbulenz verstent man Strémungsvorgange ohne feste Begrenzung.



20

FlUssigkeitsteilen aus der Umgebung wéchst der Volumenstrom mit der Lauflange
des Strahls an und die Geschwindigkeit nimmt ab. Aus zahlreichen Beobachtungen
konnte festgestellt werden, dal3 die Ausbreitung des Strahls in einigem Abstand zur
Einleitung, sehr genau proportional zur Entfernung x ist [PRANDTL1993].

vollentwickelter Strahl

<

virtueller
Aufpunkt

«
I
-
Referenzquerschnitt

» X

A

Kernzone

Impulsstrahl in einem homogenen Fluid
P = Po

Abb. 3-2: Skizze eines turbulenten, runden Freistrahls in einem homogenen Umgebungsfluid

Dichteunterschiede zwischen Strahl- und Umgebungsmedium beeinflussen den
Stromungsverlauf (aufsteigend oder absteigend) des Strahls. Es konnen 3 Gruppen

unterschieden  werden (Dichte des Strahlmediums r,, Dichte des
Umgebungsmediumsr ,, Nah-/Fernfeld t, ):
Gruppel: r,=r, - auftriebs- oder abtriebsfreie Strahlen
Gruppe 2: ro, <r, - auftriebspedingter Strahl
r, >r, - abtriebsbedingter Strahl
Gruppe3:  r,(t,)<r.(t,)Cro(t)>r.(t,) - intermedi&rer Strahl
Be der Darstellung der  Gesetzmélligkeiten  zur  Erfassung  der

Stromungscharakteristiken eines turbulenten Freistrahls wird von einer stationdren

Strémung sowie von homogenen und isothermen Verhdtnissen zwischen Strahl und
Umgebungsmedium ausgegangen (r, =r ,).

Entsprechend den Stromungsbedingungen kann der Freistrahl in zwei Zonen
unterteilt werden: Kernzone und Zone des vollentwickelten Strahls (Abb. 3-2). Im
Bereich der Kernzonenlange existiert ein paraboloidformiger Potentialkern mit der
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maximalen Geschwindigkeit vo des Geschwindigkeitsprofils unmittelbar am Ort der
Einleitung. Die Form und die Lange des Kerns wird durch den inneren
Diffusionswinkel a;, der von der Anfangsturbulenz an der Austrittsstelle und der
Form des Austrittsquerschnitts abhangt, bestimmt [KRAATZz1989]. Je nach Autor

wird das Ende der Kernzone in Abhéngigkeit der dimensionsosen Grofie X, /d,
bzw. x,/AY* festgelegt (Tab. 3-1). Fur die Berechnung der Lange der Kernzone von

fluiden Freistrahlen hat sich die Berechnungsvorschrift nach [KRAATZz1989]

durchgesetzt. Am Ende der Kernzonenlange mit x =x, bildet sich en

Geschwindigkeitsprofil heraus, das mit alen Geschwindigkeitsprofilen entlang der
Strahltrgjektorie affin ist.

Xl/dO Xl/\/A_O

47 53 [ABROMOVICH1963]
6,2 7,0 [KRAATZ1989]
42-73 47-82 [RAJARATNAM1976]
7 79 [WYGNANSKI1969]
45 [SPRAWOSCHNIK...]

Tab. 3-1: Dimensionslose Kernzonenlange fur
axialsymmetrische Freistrahlen, nach
[Freimann1998]

Im weiteren soll nur die Zone des vollentwickelten Strahls™ betrachtet werden.

3.2 Freistrahlen in einem unbegrenzten homogenen Umgebungsfluid gleicher
Stoffeigenschaften

3.2.1 Grundlagen

Gleichung [2-24] zeigte, da3, unter der Annahme konstanten Drucks'®, der Impulsin

axialer Richtung einer axialsymmetrischen Stromung konstant ist. Daraus folgt, dal3

der Impuls unmittelbar an der Einleitung genauso grof3 wie der Impuls in jedem

Querschnitt entlang der Trajektorie sein muf3, d.h. der Impuls ist die entscheidende

die Stromung charakterisierende Groéf3e. Der Impuls fir einen runden Strahl ergibt

sich aus der Integration der Gl. [2-24] in den Grenzen von O bisr zu

r 2"
| =rv:eRprdr :rijp% =rv’pr? =const. [3-1/1]
0

0

1> Dje Zone des vollentwickelten Strahls wird auch als Zone der voll ausgebildeten Turbulenz
bezeichnet, bzw. diese Zone kann asfreie Turbulenz interpretiert werden.
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Daraus folgt mit v, =v,, r=d,/2, wobei dy der Durchmesser der Einleitung ist,

und | =1, fur den Anfangsimpuls

l,=rv: Bd§ = const. [3-1/2]
4

0 0

Die Gleichungen [3-1/1] und [3-1/2] besagen, da3 der im Strahl beférderte
Impulsstrom in allen Querschnitten konstant ist, und zwar gleich dem aus der Diuse
austretenden Impulsstrom.

Fir die vollausgebildete Turbulenz in einiger Entfernung von der Einleitung™” und
unter der Annahme, da3 die molekulare Diffusion sowie der Einflu der

Einleitungsgeometrie vernachléssigbar sind, gilt fur die Geschwindigkeit v

entlang der Trajektorie:
v, =f(l,.r,x). [3-2]

Darin sind lo der Impuls des Strahls am Ort der Einleitung, r die Dichte und x die

Entfernung vom Einleitungsort.

Fur die mathematische Behandlung der Strahlturbulenz existieren zwei grundlegende
empirische Ansétze: Schlichtings Ansatz des Mischungsweges nach Prandtl und
Reichardts Theorie, dal3 das Normalverteilungsgesetz der Beobachtungsfehler auf die
Geschwindigkeitsverteilung normal zur Strahltrgjektorie anwendbar ist. Es wird im

weiteren auf diese zwei Theorien eingegangen.

3.2.2 Theorie nach Schlichting

Probleme der freien Turbulenz, und somit auch der Freistrahlen, konnen mit Hilfe
der Grenzschichttheorie beschrieben werden. Die geringe Ausbreitung normal zur
Strahltrgjektorie im Vergleich zur Lauflange eines Strahls und der grofe
Geschwindigkeitsgradienten in Querrichtung sind die charakteristischen Merkmale
der Mischungsweghypothese und somit der Grenzschichttheorie.

Bevor die fir den Strahl charakteristischen Gleichungen abgeleitet werden, sollen in
einem ersten Schritt die Zunahme der Strahlbreite und die Abnahme der
Geschwindigkeit entlang der Strahltrajektorie abgeschétzt werden.

16 Dem Strahl wird ein konstanter Druck des Umgebungsfluids aufgepragt, d.h. der Druckgradient in

" Die vollausgebildete Turbulenz in einem Freistrahl beginnt mit dem Ende der Kernzone, d.h. ab
dem Referenzquerschnitt.
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Unter der Annahme, dal3 die Breite der Mischzone (halbe Strahlbreite) mit der
Entfernung x zunimmt, hat es sich als zweckméfdig erwiesen, den Mischungsweg |
der halben Strahlbreite r proportional zu setzen, daraus folgt:

lr =const. =C, . [3-3]

Ferner kann angenommen werden, dal3 die zeitliche Zunahme der halben Strahlbreite
proportiona der Schwankungsgeschwindigkeit in radialer Richtung ist

%: p Ve, [3-4]

Darin ist D/Dt der substantielle Differentialquotient (siehe Abschnitt 2.2). Nach
Abb. 2-2ist v¢u I(dv, /dr) und es gilt fir die Zunahme der Strahlbreite

Dr  dv
0= 35
Dt H dr [3-3]
und ndherungsweise gilt mit
Moz, Y 3]
dr r
fur Gl. [3-5]
Dr I
—=C.-v__. 3-
Dt 3 r max [ 7]

Aus der Annahme, dal3 die halbe Strahlbreite r mit der Entfernung x zunimmt, gilt
Dr dr

Dt MV, . & [3-8]
und mit Gl. [3-7]

% = C4|F = const. [3-9]
somit ist

r=C.xX. [3-10]

Bel Freistrahlen nimmt also die halbe Strahlbreite proportional mit der Lauflénge x
des Strahles zu.
Die Beziehung zwischen vima und x erhdt man aus der Gl. [3-1/1], es mul’ gelten

| =C,rv2_r? [3-11]

und daraus folgend

v, = CBE\/I. [3-12]
ry\r
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Wird fir 1/r der kinematische Impuls K, der fir die gesamte Lauflénge des Strahls
konstant ist, eingefiihrt, so ist die Abnahme der Zentralgeschwindigkeit des Strahls
alein von der Entfernung von dem Ort der Einleitung abhéngig und es gilt mit Gl.
[3-10]:

v. =C, LK. [3-13]
X

Die Kennzahlen C; (i =1...6) sind empirische Konstanten.
Die Potenzgesetze fur die Breitenzunahme und die Geschwindigkeitszunahme mit
dem Abstand x vom Ort der Einleitung lassen sich nun fir den runden turbulenten
Freistrahl wie folgt anschreiben:
rg x [3-10/1]
vV, B X [3-13/1]
Im Sinne der Grenzschichttheorie wird nun die Bewegungsgleichung nur in x-
Richtung berticksichtigt und der Druck als konstant angenommen. Aus der
differentiellen Bewegungsgleichung, dem Impulserhaltungssatiz und den oben
angefuihrten Uberlegungen entwickelte Schlichting, dhnlich dem laminaren Strahl
[ SCHLICHTING1933] [SCHLICHTING1965], die Gleichung fur die Geschwindigkeit vy
in axialer Richtung fir einen runden turbulenten Strahl:

Vv, :g’l K L > [3-14]
8 pex |1+ h2/4|
4\p e, X

Darinist K der kinematische Impuls, & die scheinbare kinematische Z&higkeit, x der
Abstand von der Quelle entlang der Tragektorie und r der Abstand normal zur
Trajektorie.

Der Druckgradient dp/dx kann vernachlassigt werden, da konstanter Druck im
Umgebungsmedium auf den Strahl wirkt. Wegen konstantem Druck muf3 der

gesamte Impuls in r-Richtung unabhangig von r sein:

rne¥

=2p ¢y:rdr = const. [3-15]

|
r rn=0

K=

Die Integration der Gleichung [3-15] in den Grenzen r, =0 und r, =d/2 und der

Beriicksichtigung der Kontinuitdtsgleichung mit

Q=vA=VA, =V0%d§ [3-16]
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fr einen runden Freistrahl fuhrt zu

K= de)vf) = const. [3-17]
Darin ist dp der Durchmesser an der Einleitung und v, die Anfangsgeschwindigkeit
am Ort der Einleitung. Das filhrt mit der empirischen Konstante e, /+/K =0,0161

und der von Reichardt ermittelten halben Strahlbreite von r . =0,0848x

[ SCHLICHTING1965] zu der Gleichung

2872

d e ger 0
vV, =657 x—=xv x&+0,4139¢—= U [3-18]
X 8 I‘ov5 g H

mit r =0. Darausfolgt fur v, =v__ die dimensionsose Geschwindigkeitsverteilung

entlang der Strahltrajektorie
v 657

max

VO X/dO

[3-19]

und senkrecht zur Trajektorie

VX
v

max

= [1+ 0,4139(r/r, . )2]'2 . [3-20]
Der Durchfluf3 Q im Abstand x von der Einleitung ist dann

Q, = 0,404/Kx = 0,404\/gdovox . [3-21/1]
und mit Gl. [3-16]

Q 1 X X
x = 0,404—=— > = 0,456 [3-21/2]
Q Vp/4d d,

Die vorstehenden Gleichungen beruhen auf der turbulenztheoretischen Betrachtung
von Geschwindigkeitsfeldern. Eine weitere Beschreibung eines Freistrahls ist Uber
einen induktiven turbulenztheoretischen Ansatz moglich [REICHARDT1951]
[ SCHLICHTING1965].

3.2.3 Theorie nach Reichardt

Bel der Auswertung umfangreicher Messungen in Stromungsfeldern der freien
Turbulenz stellte Reichardt fest, dal3 sich die affinen Geschwindigkeitsprofile
aullerhalb der Kernzone mit der Exponentialfunktion beschreiben lassen. Grundlage
war die Erkenntnis von Reichardt, dal3 die turbulenten Ausbreitungsvorgange grol3e



26

Ahnlichkeit mit den molekularen Vorgangen des Konzentrationsausgleiches oder der
Warmeleitung haben. Zum Beispiel ist die turbulente Impulsausbreitung eines
Freistrahles mit wachsender Entfernung von seinem Ursprung vergleichbar mit der
molekularen Temperaturausbreitung einer  Warmemenge mit wachsendem
Zeitabstand von ihrer urspringlichen singuléren Verteilung. Reichardt stellt fest, dal3
in Anlehnung an die Theorie der Warmeleitung, die Gaul3sche Fehlerfunktion zur
Beschreibung der dimensionsosen Geschwindigkeitsverteilung in Freistrahlen
herangezogen werden kann. Aus seinen eigenen Versuchsergebnissen und denen
anderer Wissenschaftler (Férthmann, Liepmann und Laufer) stellt er die Gleichungen
fir die Vertellung der Geschwindigkeit bzw. des Impulstransportes auf
[REICHARDT1951].

Aufbauend auf den Ergebnissen von Reichardt wurden die Gleichungen fur die
Geschwindigkeitsverteilung entlang und normal zur Strahltrgjektorie und die
dazugehérigen Gleichungen zur Beschreibung der Transportkapazitdt von
Freistrahlen weiterentwickelt [ABRAHAM1963, LiST/B1982, KRAATZ1989]. List und
Kraatz werteten unabhangig voneinander umfangreiche Messungen verschiedener
Autoren aus und ermittelte die Koeffizienten fur die folgenden Gleichungen
(Abb. 3-3).

Die dimensionslose Geschwindigkeitsverteilung normal zur Trajektorie ist

2
e - [3-22]
\'

max

\'

Darinist vinx  die Geschwindigkeit auf der Strahltrgjektorie, r der orthogonaler
Abstand zur Trgjektorie, x der Abstand von der Einleitung und C eine experimentell
zu ermittelnde Konstante. Wird die charakteristische Strahlausbreitung nicht auf den
Wendepunkt, sondern auf den Abstand bezogen, bei dem die Geschwindigkeit vy
gerade halb so grof3 wie die Geschwindigkeit auf der Trajektorie vma ist, dann gilt
mit ro 5 als orthogonaler Abstand von der Trajektorie fur die Gl. [3-22]:

v nose "

—xoze foss [3-23]

max

Eine weitere Begrenzung der charakteristischen Strahlausbreitung ist vorrangig in
der angelsachsischen Literatur mit e* angegeben [L1sT1982]. Dann kann fir die Gl.

[3-22] die dimensionslose Geschwindigkeitsverteilung geschrieben werden:



runden turbulenten Freistrahl nach [Kraatz1989]

Die Abnahme der Zentralgeschwindigkeit mit A = %dé lautet:

JA
Vnae 27¥%0 _ 62 [3-25]
v X x/d,

0

3.2.4 Weiter Formeln zur Charakterisierung von axia symmetrischen Freistrahlen
Die Abnahme der Geschwindigkeit auf der Strahlachse kann auch wie folgt bestimmt
werden:

nach [ABRAMOVICH1963]

Via - 935 [3-26]

0 103+;

0

nach [CUGAEV1975]

Ve — 0,9(?08 | (3-27]

Voo 029+ X

d, /2

und nach [ SPRAVOCNIK1982]
Vo 2107 9o/2 [3-28]

v,  x+206d,/2’

0
Die dimensionsdose Geschwindigkeitsverteilung senkrecht zur Strahlachse kann
berechnet werden:
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nach [VOITKUNSKI1982]

VX
v

max

=1- 6h2+8h*- 3n* [3-29]

mit h = 0,385 |

r0,5

und nach [ SPRAVOCNIK1982]

\'

X =1. 3n2+3n? [3-30]
Vmax
r

mit h = :
0,22(x +1,03d,)

Einen Vergleich der verschiedenen Berechnungsweisen fir die dimensionslose
Geschwindigkeitsverteilung quer zur Strahltrgjektorie und der dimensionslosen
Verteilung der Geschwindigkeit entlang der Trajektorie zeigen die Abbildungen 3-4
und 3-5.

3.2.5 Konzentrationsverteilung eines Tracers in Freistrahlen

Entsprechend der Prandtlschen Theorie ist die Geschwindigkeit eines
Flussigkeitsteilchens eine mit ihm fir die Zeitdauer seiner Existenz festverbundenen
Eigenschaft [Ruden1933]. Daraus folgt, dal3 jede andere diesem Element anhaftende
Eigenschaft, wie Farbe oder Temperatur, die gleiche Verteilung wie die
Geschwindigkeitsverteilung aufweist. Dem ist nicht so. In einer turbulenten
Strémung kollidieren die feinverteilten Tracerpartikel und beeinflussen so den ihnen
aufgepréagten Impuls, wobel ihre Identitét erhalten bleibt. So sind die Unterschiede
beziiglich der gemittelteten Konzentration zwischen zwel Punkten weniger als die
entsprechenden Unterschiede beziglich des Impulses der Flussigkeitsteilchens
[Abraham1963].
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Abb. 3-4: Dimensionslose Verteilung der Geschwindigkeit normal zur Trajektorie eines fluiden
Strahles in einem homogenen Wasserkdrper gleicher Dichte
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Abb. 3-5: Dimensionslose Abnahme der Maximalgeschwindigkeit mit der Lauflange eines
fluiden Strahles in einem homogenen Wasserkorper gleicher Dichte
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Fur die dimensionslose Geschwindigkeitsverteilung in algemeiner Schreibweise
nach der Theorie von Reichardt gilt:

Yo = gHlosh, [3-31]
v

max

Darin ist k eine empirisch zu ermittelnde Konstante (siehe vorangegangene
Gleichungen). Die dimensionslose Konzentrationsverteilung eines konservativen
Tracers normal zur Trajektorie ergibt sich nach [Abraham1963] in anlicher Weise.
Esqilt:

C, :e-'k(r/fo,s)z’ [3-32]

max

wobei | eine andere, das Konzentrationsprofil kennzeichnende empirische Konstante
ist. Aus der Betrachtung der Impulsverhédltnisse fir ein Tracerpartikel und ein
Flussigkeitsteilchen muf3 dann gelten: | <1.

Die Veranderung der Konzentration eines Tracers in einem Impulsstrahl wird
hauptsachlich von der Einmischrate beeinflufdt. Nach Taylor ist die Einmischrate
proportiona dem Produkt aus der Geschwindigkeit auf der Trgektorie und der
charakteristischen Breite [LIST/A1983]. Es gilt dann

Q -~ 025 X =028 % [3-33]

Qo \/A_o dO

sowie nach [ SPRAVOCNIK 1982]

Qe _0155 X =0310% [3-34]
QO d0/2 dO

und nach [ TRUCKENBRODT1992]

Q. _ 0,456di . [3-35]

0 0
Wie oben beschrieben, hat die Konzentrationsverteilung eines Tracers im Freistrahl
orthogonal zur Traektorie en &dhnliches Profil wie die zugehtrige
Geschwindigkeitsverteilung. Das Verhdltnis zwischen der charakteristischen Breite
und dem Abstand vom Ort der Einleitung betragt 0,126 mit einer Genauigkeit von
0,004 [LisT1982]. Die dimensionsose Gleichung der Konzentrationsverteilung lautet
dann:

[3-36]



Die Breite des Turbulenzgebietes ist nicht exakt bestimmbar. Deshalb ist es tblich,

die Ausbreitung durch die charakteristische Breite r =r,; zu kennzeichnen, bei der



32

v, =05v_, ist. Nach Kraatz liegt a, zwischen 12° und 14°. Mit einem mittleren

Winkel von 14 ° ist die Strahlbreite dy, im Abstand x von der Einleitstelle dann
d =d, +05x. [3-41]

In Tabelle 3-2 ist eine Ubersicht verschiedener Autoren fir den &uReren
Diffusionswinkel a, angegeben. Dieser Winkel wird im folgenden auch as

Ausbreitungswinkel bezeichnet.

Aa

10° [Eck1961]

15° [CUGAEV1975]
12°30° [SERGEL1981]

12° [SPRAVOCNIK1982]

Tab. 3-2: Ausbreitungswinkel a,
nach verschiedenen Autoren

Weitere Relationen zur Beschreibung von axialsymmetrischen Freistrahlen in einem
homogenen Wasserkorper finden sich in [Ragaratnam1976] [Wieghardt1965]
[Rottal971] etc.

3.3 Freistrahlen in einem unbegrenzten, stratifizierten Umgebungsfluid
Wenn Wasser am Ende eines Rohres in ein Umgebungsfluid anderer Dichte austritt,
0 ist dieser freie Wasserstrahl unmittelbar nach dem Austritt aus der Offnung einer

Auftriebskraft unterworfen (r , <r ), welche der Differenz der Dichte zwischen dem
austretenden Wasser und dem Umgebungsmedium proportional ist (F e M Dr ).

Neben seiner kinetischen Energie beeinflussen auch das Potential der Auftriebskréfte
den Zustand der Strahldiffusion und den Verlauf der Strahlbahn. Diese Energien
werden durch den Mechanismus der frelen Turbulenz des Strahls mit der
umgebenden Flussigkeit dissipiert. Diese Dissipation bewirkt eine Ausweitung in die
umgebende Flussigkeit und eine Vermischung mit der umgebenden Flissigkeit, eine
Verlangsamung der mittleren Strahlgeschwindigkeit und eine relative Abnahme der
Dichteunterschiede zwischen StrahlflUssigkeit und umgebender Flussigkeit. Die
Strahlmasse ist entlang der Strahlachse nicht konstant. Der Strahl schichtet sich in
die Hohe ein, wo seine Auftriebsgeschwindigkeit verschwindet. Aufgabe ist die
Ermittlung der sich stetig veréndernden Konzentrations-, Dichte- und
Temperaturprofile infolge turbulenter Diffusion
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Ein vertikaler nach oben gerichteter turbulenter Freistrahl mit einer Dichte, die
kleiner ist as die Dichte des Umgebungsfluides'® an der Einleitungsstelle, mischt
das dichtere Umgebungsfluid in den Strahl ein. Diese Flissigkeitsmenge induziert in
den Strahl einen negativen Auftrieb, welcher den Impuls des Strahles abbaut. Ist der
Impulsstrom vollstandig abgebaut, dann breitet sich der Strahl horizontal aus. Das
setzt voraus, dald eine Bewegung des Strahls einzig aus der Differenz der
Umgebungsdichte und der Strahldichte resultiert.

In welcher Form ein Strahl vorliegt, ob Auftriebsstrahl oder Impulsstrahl kann mit
Hilfe der Richardson-Zahl Ri, fir die Anfangsbedingungen bestimmt werden

[PAPANICOLAOU198E]:
Ri, = QOJE

Darin sind Qo der Durchflu3 an der Einleitung, B der Auftrieb mit B=gDr /r , Q,

[3-42]

und Ko der kinematische Impuls mit K, =Q,v,. Ist Rip sehr klein, dann liegt ein

reiner Impulsstrahl vor, im entgegengesetzten Fall ein reiner Auftriebsstrahl.

Fur einen turbulente Freistrahlen unter Dichteeinflul3 und einer charakteristischen
Strahlausbreitung nach [3-24] gelten nach [LiST/A1982] folgende Gleichungen fir
die Einschichththe h:

L4
h=3g25 ¢

eb 0 343
eN’ g [3-43]

.. | N )
wenn der K oeffizient ;’3 <1 istund

/4
2B §

h=38—2
eN“ g

, [3-44]

K,N . . .
wenn |°3 >1. Im ersten Fall handelt es sich um einen Strahl mit ausgepragtem

Auftrieb und im zweiten Fall dominiert der Impuls. Die Brunt-V&isdl& Frequenz'® N
représentiert die Starke der Stratifizierung eines Wasserkorpers:

NERCLA [3-45]
r dz

18 Es sol| eine lineare Dichteschichtung vorausgesetzt werden.
1% |m Anhang wurde die Brunt-V &isil & Frequenz tiber die Tiefe, am Beispiel des Schmalen Luzin /
Carwitzer Becken aufgetragen.
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d.h. wird ein infinitesmales Flissigkeitsvolumen in einem linear stratifizierten
Wasserkdrper nach unten oder nach oben bewegt, so ist esim ersten Fall leichter und
im zweiten Fall schwerer als seine fluide Umgebung, und eine Kraft resultierend aus
der Dichtedifferenz versucht dieses Element in die Ausgangslage zuriickzubringen.
Die Grof3e der Kraft dndert sich mit dem Abstand des fluiden Elements von seinem
Ursprung. Wird vorausgesetzt, dal3 auf dieses Volumenelement keine Viskositéat
wirkt, wirde dieses Tellchen eine harmonische Pendelbewegung um seine
Ursprungslage ausfiihren. Das Quadrat der Brunt-V aisdl& Frequenz gibt fur stehende
Gewasser die Stabilitét der Schichtung an [HUTTER1995], es gilt:

N?3 0® stabile Schichtung
N? <0® ingtabile Schichtung

Die numerische Loésung und deren graphische Darstellung von horizontal
eingeleiteten Strahlen in eine linear stratifizierten fluiden Umgebung finden sich in
[Vischer1976] entsprechend der Auswertung nach Fan und Brooks. Auch hier wird
wieder die Annahme getroffen, dal3 die Geschwindigkeitsprofile im Strahl
zueinander ahnlich sind und der Gauf3schen Glockenkurve entsprechen. Ebenso sind
die Dichte- und Konzentrationsprofile aufgebaui.

Grundlage ist, dal in einem stratifizierten Wasserkdrper mit der Dichte®

r, die
Wegentwicklung der Trajektorie von der Dichtedifferenz zwischen Strahl und
Umgebungsfluid abhangt, des weiteren von der Erdbeschleunigung g, dem

Durchmesser der Einleitung do und der Strahlgeschwindigkeit v, an der Einleitung.

Die densimetrische Froude-Zahl beschreibt diesen Vorgang:

Fro=— ‘o [3-46]

Die Grenzwertbetrachtung der Froude-Zahl fihrt zur Beschreibung der
Dichteunterschiede zwischen Strahl und Umgebungsfluid mittels:
Fo=¥Pr,-r,=0,

O<Fro<¥Pr,-ro*0und

Fro »0P ro>>r Er <<r,.

% Das st die Dichte des Seewassers auf der Hohe der Einleitung.
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Ein weiterer Parameter ist die Stratifizierungszahl T. Sieist ein Mal3 fir die Stabilitét
der Dichteschichtung:

- 0 a -
T=—t [3-47]
dO
dz

Darin ist dr /dzder Dichtegradient im, den Freistrahl umgebendem Wasser. Die

Beschreibung der Strahlparameter erfolgt mit Hilfe der Kenngrdf3en po, mo und dpo,
die in Diagrammen ausgewertet wurden, und mit den Hilfswerten hg, xg und ¢,

Aussagen Uber die Einschichthohe, die Strahllange, die Strahldicke und das

p, =1374/Fr 8/T°, [3-48]

m, =0324 0 [3-49]
T

4/ Fr,

g, = 2,38 = [3-50]
Entsprechend der Verwendung der Diagramm nach [Vischer1976] (Abb. A-1 bis
A-3im Anhang) unter Zuhilfenahme der Bezeichner in Abb. 3-7 ergeben sich fur die
Einmischtiefe

hB = podohB ’ [3'51]
fur die Strahllange

IB = podoXB ’ [3'52]
fur die Strahldicke

d, =0,464p,d, —*_q, [3-53]

4 mO

und fir das Mischverhaltnis

Q. 5% [3-54]

Q 9

Der Term q,/q, entspricht dabei der Verdinnung auf der Strahltrajektorie und das

Q,/Q, der gesamten Verdiinnung tber den Querschnitt.
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Kernzone

Abb. 3-7: Bezeichner der Strahltrajektorie nach [Vischer1976]

Eine geschlossene Gleichung fur die Entwicklung der Trajektorie gibt Abraham und
Anwar fur suspendierte Stoffe im Strahl mit der Vertikalkoordinate h an
[KRAATZ1989]:

2,95

N _ooe168 X 2 [3-55/1]
d,Fr, d,Fr,

Die zugehorige Abnahme der Maximalgeschwindigkeit auf der Strahltrgjektorie, mit

der tatsichliche Lauflange s, betrégt:
Voo - 4906 3-55/2]
Vo (s/d,)

glltig fur s/d, 3 13,46.

Die Auswertung der Experimente fir einen axialsymmetrischen, vertikalen
turbulenten Freistrahl, der mit einem Rhodamine G6 als Tracer versetzt wurde, ist
umfangreich in [Papanicolaoul988] dargestellt. Es gilt mit den GI. [3-16] und
[3-42] und dem Auftrieb B:

B=gx{Dr),/r."Q, [3-56]
fur x/ly < 1 (Impulsstrahl) mit dem Langenmal3stab |, = K¥* xB7¥*:

g [3-57]

Vo —0149 gi +256
v d,

(%]

max

mit der Fliel3geschwindigkeit auf der Strahltrajektorie vimax und dem Durchmesser der

Einleitung do,
b X 0
P = 0104~ +2,58% [3-58]
do @do 1]

mit der charakteristischen Strahlbreite be fir v, =e*xv__ und
be _ 0139 ?—‘ - 2513 [3-59]
do do g
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mit der charakteristischen Strahlbreite fur das Konzentrationsprofil b, entsprechend
c,=e’x __ . Fur einen auftriebsbehafteten Impulsstrahl ist die charakteristische

Strahlbreite b gegeben mit:
Ib—e =0,0108¥x/I,, )** [3-60]

und die charakteristische Strahlbreite des K onzentrationsprofils b durch
Ib_c =0129xx/1,, )™ . [3-61]

M
Die dimensionslose Konzentrationsverteilung im Abstand x von der Einleitung und
dem orthogonalen Abstand von der Strahltrajektorie r fir den reinen Impulsstrahl ist

G = gl [3-62]
C

und fUr den reinen Auftriebsstrahl

C )2
X :e‘80>€/) .

c

max

[3-63]

Nach [Papanicolaoul988] kann fir den auftriebsbehafteten Impulsstrahl die
dimensionslose Konzentrationsverteilung entsprechend obigen Gleichungen
ndherungsweise berechnet werden. Die Einmischrate Qy ist durch Gleichung [3-64]
gegeben:

Q - 028458 4332 [3-64]
Y,

Q

Entsprechend der Dimensionsanalyse nach [Fischer1979] sind fir einen Impulsstrahl

(%]

gegeben:
|¥2
o =0132, [3-65]
X max
iﬁg =0,147 [3-66]
mit S=c¢,/c,_,

und fUr einen Auftriebsstrahl

|¥2

.23
X 0
=0,260—= , 3-6
XVmax OglM ﬂ [ 7]

,.2/3
Q0 _go7fX 2 [3-68]
xI¥ I, &
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Fir den auftriebsbehafteten Strahl ist der Ubergang zwischen 1<|£<5 Zu

M

approximieren.

3.4 Schichtenstromung in einem stratifizierten Umgebungsfluid
Hat der Strahl aufgrund Anfangsimpuls und Auftrieb seine maximale Steighthe
erreicht, so breitet er sich im weiteren in horizontaler Richtung aus. Dabei hat der
Strahl in seiner gesamten Lauflénge Fluid eingemischt und an Geschwindigkeit
verloren. Nimmt die Geschwindigkeit nun weiter ab, so tritt irgendwann ein Zustand
ein, bel dem der turbulente Austausch zwischen Strahl und Umgebungsmedium
aufhort. st dieser Punkt erreicht, d.h. der Punkt wo kein vertikaler Massentransport
stattfindet, dann bleibt die Hohe der Schicht konstant, und man spricht von einer
Schichtenstromung. Die diesen Punkt beschreibende dimensionslose Kennzahl ist die
Richardson-Zahl.

ri= 9dr/dz. [3-60]

r (dv/dz)?

Darin sind dr/dz der vertikale Dichtegradient und dv/dz der vertikale
Geschwindigkeitsgradient.
Soll ein Turbulenzbalen aus der unteren Schicht (Strahl ro) in die obere Schicht
(Metalimnion r;) gegen die Schwerkraft gehoben werden, so muf3 eine vom

Dichteunterschied (r,* r_) abhangige Arbeit verrichtet werden. Die dafur

erforderliche Energie kommt aus der turbulenten Schwankungsbewegung, die
proportional dem Quadrat des Geschwindigkeitsgradienten ist.

Aus Versuchen wurde ermittelt, dal3 der Austausch zwischen den Schichten zum
erliegen kommt, wenn die Richardson-Zahl grofer als 1/24. Der Strahl breitet sich ab
diesen Punkt al's Schichtenstromung aus [Kranawettreiser1989].

Die maximale Ausbreitungsgeschwindigkeit zweier  Ubereinanderliegender
Wasserkorper unterschiedlicher Dichte (Dichtesprung), 183t sich aus der Betrachtung
der  Impulss und Druckverhditnisse in diesen Schichten herleiten
[Kranawettrei ser1989]:

v, =0866 /g?— h, [3-70/1]

mit Dr dem Dichteunterschied zwischen zwei Schichten, r die Dichte der

Referenzschicht und h; die Dicke der Gesamtwassertiefe. Fur die Anwendung in
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einem Wasserkorper mit linearer Dichteverteilung muf3 Gl. [3-70/1] mit dem

vertikalen Dichtegradient dr /dh erweitert werden:

/ 1dr
=0,866,/g———~h 3-70/2
Vmax g r dh 2 [ ]

Darin ist h, der Abstand zwischen Wasserspiegel und Mittelpunkt der betrachteten
Schicht. Gleichung [3-70/1] wurde durch Untersuchungen in der Talsperre Bleiloch
bestétigt [KRANAWETTREISER1999].

Wird nun die Richardson-Zahl entsprechend der Gl. [3-70] in globale Parameter
Uberfuhrt, dann lautet sie:

gDr/rh
V2

Ri = [3-71]

was dem Quadrat der reziproken densimetrischen Froude-Zahl entspricht. Die Dicke
der Schicht fur den ebenen Fall ist nach [GELHAR1966]:

[3-72/1]

mit Dr als Dichtedifferenz zwischen der oberen und unteren Begrenzung der Schicht
und g as spezifischer Durchflul3. Die Erweiterung der Gl. [3-72/1] fur die
Anwendung auf radiale Abstrémungen zeigt Gl. [3-72/2] [KRANAWETTREISER1999]:

[3-72/2]

Die Erweiterung der Gl. [3-72/1] fur den ebenen Fall auf den dreidimensionalen
(radialen) Fall erfolgt entsprechend der Ableitung von Dichtestrémungen dhnlicher
Problematik nach [KRANENBURG1977].

Damit 1&8% sich die Stromung ab dem Einschichtpunkt hinsichtlich der
Geschwindigkeit und der Dicke der Schicht beschreiben.

3.5 Zusammenfassung
Turbulente axialsymmetrische Freistrahlen gehdren zur Gruppe der freien
Turbulenzen. Freistrahlen sind dadurch gekennzeichnet, dal3 die dimensionslose
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Geschwindigkeitsverteilung normal zur Strahltrgjektorie unter anderem durch die
Gaussche Glockenkurve beschrieben werden kann®.

Unterschieden werden die Strahlen je nach Dichteverhdtnissen im
Umgebungsmedium im Verhdtnis zur Strahldichte selbst, in reine Impulsstrahlen, in
reine Auftriebsstrahlen und in auftriebsbehaftete Impulsstrahlen bzw. in
impulsbehaftete Auftriebsstrahlen. Die Temperatur bzw. die Konzentration vom
mitgefuhrten Tracer werden as passive Stromungsbeimengungen aufgefaldt. Damit
sind sie ebenfalls in ihrer dimensionslosen Verteilung quer zur Strahlachse mit der
Gaulischen Glockenkurve beschreibbar. Bei der Einleitung von fluiden Strahlen in
Wasserkorper andere Dichte wird die Strahltrgektorie in Abhangigkeit des
Strahlimpulses und des Auftriebes abgelenkt. Die maximale Steighthe des Strahles
stellt den Einschichtpunkt dar. Im weiteren breitet sich der Strahl aus bis die
Eigenschaften des Strahles aufhdren zu existieren (kleine Geschwindigkeit) oder
raumliche Grenzen erreicht werden (Seeboden, Wasseroberflache, Metalimnion,
etc.). Ist dieser Zustand erreicht, muf die Stromung als Schichtenstrémung aufgefaldt

werden.

21 Unter der Voraussetzung, dal3 der Impuls entlang der Lauflange des Strahls konstant ist.
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4 Interpretation der Freistrahlen als einer Folge von

Wirbelringen

4.1 Einleitung

In den vorangegangenen Kapiteln wurde gezeigt, da? die Navier-Stokesschen
Gleichungen als auch die daraus abgeleiteten Gleichungen zur Beschreibung von
axialsymmetrischen Freistrahlen mit Hilfe der Theorien nach Schlichting und nach
Reichardt auf stochastische Betrachtungen der turbulenten Prozesse in einer
Strémung aufbauen. Das wichtigste Merkmal dieser Geschwindigkeitsprofile ist die
Affinitdt der Profile untereinander entlang der Strahltrgjektorie auRerhalb der

Dabei wurden die den Strahl kennzeichnenden Profile aus Versuchen ermittelt und
mit entsprechenden Analogien (Reichardt) theoretisch begrindet.

Da es sich um stochastische Prozesse handelt, kdbnnen mit einem gewissen Fehler
auch andere Profilformen zur Beschreibung von Freistrahlen herangezogen werden.
Bedingung ist, dal3 diese Profile, wie oben beschrieben, einander &hnlich sein
missen. Im folgenden soll eine lineare, von der Form her eine dreiecksformige
dimensionslosen  Geschwindigkeitsverteilung norma  zur  Strahltrgjektorie
angenommen werden (Abb. 4-1). Des weiteren wird der lineare
Geschwindigkeitsgradient als eine Geschwindigkeitsverteilung aufgefasst, die einem
Wirbelring entspricht, bel dem der Wirbelfadendurchmesser gleich dem
Wirbelringdurchmessers und die Fortpflanzungsgeschwindigkeit doppelt so grofd wie
die Umfangsgeschwindigkeit ist (Abb. 4-3). Dem Verfasser ist bewufd, dald mit
dieser Annahme ein Fehler eingefihrt wird, der aber aufgrund der schwierigen
analytischen Behandlung der turbulenten Vorgange und der im besonderen Fall recht
ungenauen Messungen zur Beschreibung der turbulenten Vorgénge, in erster
Naherung vernachlassigt werden darf. Grundlage zur Uberpriifung des Ansatzes sind
im weiteren die Berechnungsvorschriften fr den runden, turbulenten Freistrahl nach
[Kraatz1989]. Zur Begrenzung des linearen Geschwindigkeitsprofils soll die
Tangente in den Wendepunkt der Kurve nach Kraatz gelegt werden (siehe Anhang).
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Abb. 4-1: Dimensionslose Geschwindigkeitsverteilung quer zur Strahltrajektorie

4.2 Grundlegende Gleichungen zur Beschreibung von Wirbelringen

Die komplexen Zusammenhédnge von Wirbelstromungen haben bisher einen
analytischen Zugang verwehrt. Nur fir einige Sonderfédle, meist Wirbe in
reibungsfreien Stromungen, sind die Bewegungsgleichungen einer Ldsung
zugéanglich. Einen Sonderfall dieser komplexen Wirbelstromungen stellen die
Ringwirbel dar. Umfangreiche Studien tiber die Ringwirbel wurden besonders in den
70er und 80er Jahren an der Universitét Karlsruhe (SFB 80) [DURST1977/A],
[DURsT1977/B], [ARNOLD1975] wund am Max-Planck-Institut  Gottingen
[BASFELD1983], [ SCHNEIDER1978], [EHRHARDT1977], [DIDDEN1977], [POPPE1978],
[SCHNEIDER1979], [CLAUS1978] durchgefiihrt. Neuere Arbeiten CUber die
mathematische Losung der Bewegungsgleichungen wurden von
[KONSTANTINOV1996], [Antropov1998], [BRAND1994] und [GRIMM1994] vorgelegt.
Da es sich jedoch im Uberwiegenden Fall um theoretische und versuchstechnische
Behandlung von Wirbelringen handelt, die enerseits einen kleinen
Wirbelfadendurchmesser im Verhdtnis zum Wirbelringdurchmesser haben und
andererseits sich im reibungsfreien Fluid bewegen, sind sie auf den vorliegenden Fall
nicht anwendbar.

Es soll hier eine praktikable Beschreibung von Wirbelringen eingefiihrt werden.
Dabei werden nur die hauptsachlichen Eigenschaften von Wirbelringen bzw. ihren

Analogon, dem Wirbelpaar berticksichtigt.



43

Wie oben beschrieben wird die normalverteilte Geschwindigkeitsverteilung eines
fluden Freistrahls orthogonal zur  Strahltrgektorie auf eine lineare
Geschwindigkeitsverteilung approximiert. Die Verschiebung dieser linearisierten
Geschwindigkeitsverteilung um genau die Halfte der Maximalgeschwindigkeit fuhrt
zu ene Geschwindigkeitsdarstellung zweier Festkorperwirbel, die einen
entgegengesetzten Drehsinn haben. In seiner raumlichen Ausdehnung hat dieser
Festkorperwirbel eine toroide Form, wobel der Ringdurchmesser in gleicher
GroRenordnung wie der Querschnittsdurchmesser ist (Abb. 4-2).

Abb. 4-2: Schematische Darstellung eines Wirbelrings mit d = D

Die Schwierigkeit bestent in der phanomenologischen Beschreibung der
Strahlturbulenz in seiner Ursache as Wirbelringturbulenz. In Kapitel 2 wurde
gezeigt, dal3 die Reynoldsgleichungen as Beschreibung eines stochastischen
Prozesses, der aus trandatorischen und Rotationsbewegungen besteht, aufzufassen
ist. Die Turbulenz besteht aus gréferen und kleineren bis hin zu mikroskopisch
kleinen Wirbelballen. Somit kann eine rdumliche Grenze eines grof3en Wirbelballens
definiert werden, die as Grenze eines Korpers aufgefaldt wird, der aus vielen



kleineren aber unterschiedlich grofRen Wirbelballen besteht [Albring1989].
Dementsprechend wird ein Torus as solch ein Korper aufgefald (Abb. 4-2). Die
Bewegung des Ringwirbels ist dabei die Primérbewegung (Hauptbewegung) und die
im Ringwirbel vorkommenden Wirbelballen die Sekundarbewegungen, die durch die

4.3 Nachweis der Ahnlichkeit von Impuls, Entrainment und Geschwindigkeit
Der Impuls ist das Integral Uber den Strahlquerschnitt in den Grenzen r=0 fir
v,=v_undr=dfirv, =0:

r=d/2

1=rQ,v, = ¢gprrv(r)dr. [4-1]

=0
Darin ist r der orthogonale Abstand zur Strahltrgektorie. Da die
Geschwindigkeitsverteilung linear mit  zunehmenden Abstand von der
Strahltrajektorie abnimmt, 1&3t sich der Gradient wie folgt anschreiben

v v(r) ro
Vi - VT) = 19 4-2
s ® v(r) vmang pl [4-2]

und in die Gl. [4-1] eingesetzt, ergibt sich der Impuls als

--2
= ¢ 2prrv; gf[ égdr
r=0 e 1]
, &> 2r® 1r?
+

92
=2prv, C—- ——+——-= 4-3
PVme €2 " 37d 4d2i [4-3]

Gleichung [4-3] gibt die Beziehung zwischen dem Impuls und der
Maximalgeschwindigkeit auf der Trajektorie wieder. Diese Gleichung ist Grundlage
fir die Berechnung der Wirbelgeometrie am Ende der Kernzonenlange. Fir diesen
Punkt gilt fur die Mittengeschwindigkeit v _ =v, und mit Gl. [4-1] und [4-3] die
Relation:

L v,Q, = Evgdz. [4-4]
r 6

Darin ist der Anfangsdurchflul Q, :%djvo. Fiir den Wirbelfadendurchmesser im
Referenzquerschnitt kann dann geschrieben werden:

d= Jéd_zo | [4-5]
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Entsprechend Abb. 4-3 wird die Fortpflanzungsgeschwindigkeit v; mit der
Maximalgeschwindigkeit vmx auf der  Tragektorie gleichgesetzt. Die
Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist dabel doppelt so gro3 wie die
Umfangsgeschwindigkeit v,. Es gilt also:
V.., =V, =2v,. [4-6]

Der so dargestellte Wirbelring entspricht dem Stromlinienbild nach, dem laminaren
Oseen-Wirbel, wobei der Querschnitt des Wirbelrings als ein Wirbelpaar interpretiert
werden muf3. Kennzeichnend fir den Oseen-Wirbel sind die konzentrischen
Stromlinien um enen Mittelpunkt. Der Mittelpunkt ist im Zentrum der
Wirbelfadenquerschnittsflache. Unter dieser Annahme |&(% sich fur die Halbwertzeit
ty, dasist die Zeit, die vergeht, bis sich die Anfangsgeschwindigkeit halbiert und der
Anfangsradius verdoppelt hat, fiir den laminaren Fall wie folgt berechnen:

4,
=_Ye | 4-
" 4nIn156 [47]
Die Umrechnung fir den turbulenten Fall erreicht man, wenn statt der molekularen
n die vergroflerte Wirbelz&higkeit ny,
d
v
v [4-8]

n=n, =
Remin

indie Gl. [4-7] eingesetzt wird [Albring1970]:

d
] - 1 A Remin . [4_9]
4In156 v

u

Aus Gl. [4-5] und [4-6] ergibt sich fur die Halbwertzeit im Referenzquerschnitt

y - \/6 dO Remin ] [4_10]
8In156 v,

Die Grenze zwischen laminaren und turbulenten Flief3en gibt [ALBRING1970] mit
Re, =30 an. Gewonnen wurde dieser Wert aus Versuchen und
Naturbetrachtungen. Andere Autoren [KRANAWETTREISER1998] setzen diese Grenze
noch tiefer und geben nach Albring Re =15 fir Stromungen im Nachlauf von

Gittern an.
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Unter der Annahme einer linearen Abnahme der Fortpflanzungsgeschwindigkeit
innerhalb der Halbwertzeit eines Wirbels ergibt sich fir den Referenzquerschnitt
vom Punkt 0 bis zum Punkt 1 (Abb. 4-3) eine Lauflénge L

L =0,75v,t, [4-12]
und mit Gl. [4-11]

L =7,75d, . [4-13]
Wird nun die Kernzonenldnge mit x, =6,2d, entsprechend [KRAATZz1989]
eingefuhrt, 13t sich der Abstand xp1 des Wirbels fir d/2 im Punkt 1 mit

X, =X, +L =1395d, [4-14]

und die Maximalgeschwindigkeit auf der Trajektorie im Punkt 1 mit
v, = V% [4-15]

bestimmen. Die &quivalente Lauflange fir einen Freistrahl ergibt sich nach
[Kraatz1989] mit Gl. [4-15] und GI. [3-25]

x =12,4d,, [4-16]
welche in gleicher GroRRenordnung wie Gl. [4-14] liegt. Der Ausbreitungswinkel a,
ergibt sich aus dem Wirbelfadendurchmesser 2d am Punkt 1 und dem Abstand x
zwischen Einleitungsort und Punkt 1

_2J6d,/2

tana,
13,95d,

=0,175. [4-17]

Dieses Ergebnis stimmt gut mit der unteren Grenze des &ufieren Diffusionswinkels
nach [KRAATZ1989] [Eck1961] Uberein (siehe Tab. 3-2).

Der vorausgegangenen Ableitung fur den Wirbelring lag die Annahme zu Grunde,
dad die Fortpflanzungsgeschwindigkeit doppelt so gro ist wie die
Umfangsgeschwindigkeit. Fur Wirbelringe bestehend aus einem viskosen Fluid ist
jedoch die Fortpflanzungsgeschwindigkeit kleiner als aus den oben betrachteten
Potentialwirbel abgeleiteten Geschwindigkeiten.

4.4 Frequenzeigenschaften und Dichteverteilung bei Wirbelringen

Die Umlauffrequenz eines Wirbels ist definiert durch die Dauer einer Umdrehung,
die ein Flussigkeitsteilchen auf dem Umfang des Wirbelrands zuriick legt, bezogen
auf die Zeiteinheit. Es gilt
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£, = ;a [4-18]

und mit Gl. [4-5] und [4-6] im Referenzquerschnitt

¢ Vv, _ 1 v,
‘ 2pJ6d/2 pV6d,

Die Frequenz an einem Punkt P, mit n-facher Verdopplung des Umfangs und n-

[4-19]

facher Halbierung der Umfangsgeschwindigkeit ist mit Gl. [4-19]:
f:1v0/2”:1 1 v,
"Tpd6 24, ple ) d,

Im Hypolimnion stehender Gewa&sser herrscht in den Sommermonaten eine stabile

[4-19]

Dichteschichtung mit einer exponentiellen Verteilung der Dichte mit der Hohe H:

r, :e'éro, [4-20]
worin ro die Dichte in der Hohe z=0 ist und H die zugehdrige Hohe der
gleichférmigen Dichteschicht (bei linearer Abnahme von ro auf Null). Unter dieser
Voraussetzung nimmt die Brunt-Véisal&Frequenz nach Gl. [3-45] einen konstanten

Wert an [TURNER1973]:
N2=9 [4-21]

Entsprechend der Beschreibung der Gl. [3-45] in Kapitel 3.3 kann nun die
trandatorische Frequenz zu einer rotatorischen Frequenz erweitert und mit der
Umlauffrequenz des Wirbelrings gleichgesetzt werden. Dann ist

2% =f_, [4-22]
das zur Hohe H fuhrt

) 4aa/ 5
H= —g 2 gdo : [4-23]
H stellt genau die Hohe dar, bei der die Dichte bei konstantem Dichtegradienten
KRANAWETTREISER1988].
Der Zusammenhang zur Bestimmung der Dichte einer Suspension in der Tiefe z ist
gegeben durch [KRANAWETTREISER1992]:

r,o=r +TSZ§{ r_
re

[4-24]

Q |--O:
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mit r der Dichte von Wasser in g/cm3, r; der Dichte des suspendierten Feststoffs in
g/cm? und TS, dem Trockensubstanzgehalt in der Tiefe z. Wobei die Einheit der
Trockensubstanz der Einheit der Dichte gleich sein mul3. Gl. [4-20] in [4-24]
eingesetzt und nach dem Trockensubstanzgehalt umgestellt fihrt zu
18, =r &1 [4-25]
1. "

r

F

Diese Gleichung erlaubt Aussagen Uber die Trockensubstanzverteilung (ist gleich der
Konzentrationsverteilung von suspendierten Feststoffen) Uber die Hohe H bel

definierten Stromungsbedingungen.

4.5 Zusammenfassung

Die Ersetzung der as Gauldsche Glockenkurve vorliegende dimensionslosen
Geschwindigkeitsverteilung quer zur Strahlachse durch eine lineare Verteilung fuhrt
zum Ansatz, dald der turbulente Freistrahl als einer Folge von Wirbelringen
interpretiert werden kann. Dabei wird der Querschnitt des Wirbelringes als ein
Wirbelpaar angesehen. Durch diese Ersetzung ist es moglich die Dichteverteilung,
und damit verbunden die Transportkapazitét, in Abhangigkeit der Frequenz der
Wirbelringe darzustellen. Grundlage ist die Ermittlung der Frequenz des
Wirbelsystems sowie Abhangigkeit dieser Frequenz von der Lauflange des Strahls
mit Hilfe der Schwingungstheorie von Binger (Auffinden von Resonanzzustanden)
[Kranawettreiser1992].



50

5 Dichte von naturlichen Wassern

Im folgendem Kapitel werden die Eigenschaften des Wassers aufgezeigt.
Verschiedene Verfahren zur Bestimmung der Dichte als Funktion von Temperatur,
Druck und der Menge an gelosten Stoffe werden beschrieben und hinsichtlich ihrer
Anwendbarkeit ausgewertet.

5.1 Eigenschaften von Wasser

Die Dichte von Wasser ist von der Menge an geldsten Stoffen, der Temperatur und
dem Druck abhéngig. Mit steigendem Gehalt an gelosten Stoffen nimmt die Dichte
annahernd linear und mit zunehmender Wassertiefe streng linear zu.

Aufgrund der Struktur des Wassermolekils und der Aggregatbildung der Molekile
weist Wasser einzigartige Eigenschaften auf. Das Wasser ist die enzige
anorganische Verbindung, die unter nattirlichen Bedingungen die Aggregatzustande
fest, flussig und gasférmig aufweist. Die Tabelle 5-1 stellt einige der wichtigsten
Charakteristika zusammen.

Besonderen Einflul? hat das Wasser auf die Existenz und die Zusammensetzung
aquatischer Lebensgemeinschaften. In erster Linie ist das Leben im Wasser von der

Dichte, der Dichteanomalie, der Viskositdt und den thermischen Eigenschaften

Charakteristiken von reinem Wasser

Dichte bei 25 °C kg/ms? 997,075
maximale Dichte kg/m3 1000,000
Dichtemaximum °C 3,94
Viskositét bei 25 °C Pas 0,890 10°®
Kinematische Z&higkeit bei 25 °C 0,89 10°
Schmelzpunkt bei 10.1325 Pa °C 0,000
Siedepunkt bei 10.1325 Pa °C 100,000
Schmelzwérme kJ/mol 6,0104
Verdampfungswéarme kJ/mol 40,66
Spezifische Wérme bei 15 °C Jkg 4.186
Warmeleitfahigkeit bei 25 °C J(cms°C)  0,00569
Oberflachenspannung bei 25 °C N/m 71,97 10°
Dielektrizitdtskonstante bei 25 °C - 78,54

Tab. 5-1: Eigenschaften von reinem Wasser [SCHWOERBEL1993]

Wassermolekiile sind starke Dipolmolekile. Aus der Anordnung der Protonen und
Elektronen folgt der tetraedrischer Bau der Wassermolekile mit asymmetrischer
Ladungsverteilung, d.h. der Schwerpunkt der negativen Ladungen fallt nicht mit dem
Schwerpunkt der positiven Ladungen zusammen. Die starke Polaritdt der H,O-
Molekile bedingt das grole Losungsvermigen des Wassers fur Salzionen und
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Verbindungen aus polaren Molekilen. Demgemal3 bilden die Wassermolekile auch
untereinander Assoziate, sogenannte Wasserstoffbrticken.

Die starke Assoziation fuhrt auch zu dem relativ hohen Siedepunkt des Wassers.
Lage ein linearer Bau des Wassermolekils vor, dann wirde dieser bei etwa —80 °C
[HENNING1988] liegen. Auch die Dichteanomalie” geht auf die Assoziation zuriick.
Des weiteren ist die Dichtednderung nicht linear proportional  der
Temperaturanderung (Abb. 5-1). Zwischen 24° und 25 °C (Dr =2,5X0*g/cm®) ist
die Dichtedifferenz 30 mal so grold wie zwischen 4° und 5 °C
(Dr =7,9%0°g/cm®). Darauf berunt zum Beispiel die Stabilitdt thermisch

geschichteter Seen.

5.2 Dichte von Wasser in natiirlichen Gewassern

Die Dichte von natirlichen Wassern ist von der Temperatur, dem Druck und dem
Gehalt an gelosten Stoffen abhangig. Bei hydromechanischen Untersuchungen reicht
in den meisten Féllen die Dichtebestimmung allein von der Temperaturabhéngigkeit
aus. Bei einigen hydraulischen Vorgéngen jedoch, wie zum Beispiel Strdmungen in
stehenden Gewadssern, ist eine genauere Beschreibung erforderlich. Im folgenden
werden einige empirische Formeln fiir die Dichteberechnung aufgezeigt.

Fur die Berechnung der Dichte existieren unterschiedliche Ansdtze. Mit einem
polynominalen Ansatz wird die Dichte r + von reinem Wasser® in Abhéngigkeit der
Temperatur T mit der Gleichung [5-1/1] bestimmt [HUTTER1975]:

r, =(0,059385T° - 8,56272T2 +65,4891T)40°

[5-1/1]
+0,099843,

Darin ist rt die Dichte von destilliertem Wasser in g/lcm?@ gultig fir Temperaturen
zwischen 0° und 24 °C mit einer Genauigkeit von 10° und T die Temperatur von
reinem Wasser in °C (Abb. 5-1). Weitere Berechnungsformen fur die Dichte reinen

Wassers lauten

ro=r,.[1-b,(T- 4)), [5-1/2]
mit b, =const=71740°°C?")  nach  [Gossens1979]  bzw.  mit
b, =const =0,68X40°°C? nach [BELETSKY1994] und dem Dichtemaximum

r wc — 1g/cm3 )

22 Djchteanomalie bedeutet, daf? das Dichtemaximum oberhalb des Gefrierpunktes liegt.
2 Mit reinem Wasser wird hier destilliertes Wasser bezeichnet.
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=T - 7,340°(T - 4) [5-1/3]

nach [SIMONS1972] und

Y (T - 398)(T +283) (5-1/4]
503570(T + 67,26)

nach [LANDOLT-BORNSTEIN1985].

Alle obigen Formeln berechnen die Dichte in Abhangigkeit der Temperatur mehr
oder weniger genau, die besten Ergebnisse in Ubereinstimmung mit gemessenen
Werten liefern die Gleichungen[5-1/1] und [5-1/4] (Abb. 5-1).

1,002

1,001 F

0,999 |

0,998 |

Dichte in g/cm3

[5-171]
0,997

F 4+ Gl [5-12%]
0,996 x Gl. [5-1/]

- b
0,995 - A GI.[5-1/4] X
0’994 Cou Lo TN T T NI N

0 5 10 15 20 25 30

Temperatur in °C

Abb. 5-1: Abhéngigkeit der Dichte von der Temperatur
nach Gl. [5-1a] bis [5-1d] (GI. [5-1/2*] nach Gossens)

Der Gehalt an gelosten Salzen beeinflufdt die Dichte und bestimmt Gber die Anzahl
der freien lonen die elekirische Leitfahigkeit der wéal¥igen Losung. Da die
lonenbeweglichkeit von der Temperatur abhangig ist, muld die gemessene
Leitfahigkeit auf eine Referenzleitfdhigkeit bel ener bestimmten Temperatur
umgerechnet werden®’. Die Dichte einer solchen Lésung &R sich nach
[BUHRER1975] unter der Annahme, dal3 1 mS/cm = 0,8 mg/cm?3 gelGstes Salzes bel
20 °C entspricht, bestimmen zu
r..=r,+0,64x0°k, [5-2]

24 s .
Temperaturkorrekturfaktor der elektrischen Leitfahigkeit nach [WAGNER1996] und [BUHRER1975], siehe Anhang.
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mit
r, =(0,059385T° - 8,56272T* + 65,4891T ) 40° (5.31]
+0,99984298
und
g8 1,2226511x10 ° T° +114842X0°T? ¢
K, =k & L I. [5-3/2]
- 54136910 °T +1,72118 p

Darinistrtx die Dichte des Seewassers in g/cm3 in Abhangigkeit von r+, der
Dichte von destilliertem Wasser in g/cm? und der Referenzleitfahigkeit koo bel 20 °C
in n&/cm, kr ist die gemessene Leitfahigkeit in n§/cm (Abb. 5-2).

Unter Berticksichtigung von Salinitét und Druck gibt [CHEN1977] fir die Dichte
rrxp in glem? gultig fur T=0...30°C, S=0...0,6 °/,, und P=0...180 bar die
Gleichung [5-4] an:

»
r =
TP 1- PIK

[5-4]

mit der salinitétskorrigierten Dichter

I =09998395+6,7914X10°°T - 9,0894X0°T?
+1,0171x0 7 T2 - 1,2846 X0 ° T* +11592 10 T°
- 5,0125X0™T°
+5%8,221140°* - 3870 °T +4,99X0°T?)

[5-5]

und dem Druckbeiwert K in bar

K =1965217 +148,376T - 2,329T*
- 1,3963%10° 2 T* - 590X0°°T*
+P(3,2918- 1,719%10°T +1,684 40 “T?)
+9- 0,8985+2,428X.0°* T +1,114 X0 *P).

[5-6]

Fur die Salinitét Sin % gilt:
S=0,99514379. . [5-8]
Des weiteren sind P der Druck in bar und gr der totale Gehalt an geldsten Salzen pro
Kilogramm Seewasser in g/kg. Unter der Annahme, dal3 1 mS/cm = 0,8 mg/cm? (gilt
3)2 hach [BUHRER1975]) ist der totale Gehalt an gelésten Salzen
g, =8x0*k,, und damit die Sdlinitédt S=7,961149640 k.



°/s] und Druck P [bar] nach [Chen1977]

Fur die Berechnung globaler Stromungen in Abhangigkeit von der Temperatur und
dem Gehalt an gelosten Stoffen sind die obigen Gleichungen ausreichend. Im
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vorliegenden  Untersuchungsfall wird jedoch ene chemische Substanz
(Kalziumhydroxid) eingebracht, die im Laufe ihrer Ausbreitung ausfalt. Dieser
Anteil an partikularem Kalzit beeinflud die Dichte. Im folgenden Abschnitt wird
eine Formel aufgestellt, die diesen Mechanismus in Abhéngigkeit vom
KRANAWETTREISER1999].
Grundlage ist das Kak-Kohlensaure-Gleichgewicht, in dem die gelosten
Komponenten von Kohlendioxid CO,, Kohlensdure H,COs;, Hydrogenkarbonat-
lonen HCO;, Bikarbonat-lonen COZ

3

Wasserstoff-lonen H*, Hydroxid-lonen
OH , Kalzium-lonen Ca* wund Kaziumkarbonat CaCO, in komplexen

Gleichgewichtsreaktionen miteinander verkntpft sind [JOHANNSEN1998].
Das aus der Atmosphére in das Wasser eingetragene Kohlendioxid wird schnell
hydratisiert

Co,.. +H,0 U CO, aa [5-9]
und bildet zusammen mit Wasser die Kohlensdure
CO, ... +H,00 H,CO,. [5-10]

Danach dissoziiert die Kohlenséure in Wasserstoff- und Hydrogenkarbonat-lonen:
H,CO, U H* +HCO; [5-11]
und das Hydrogenkarbonat wiederum in
HCO, U H' +CO?. [5-12]
Zu jeder Gleichgewichtsreaktion 1&8/% sich das Lodslichkeitsprodukt K (auch als
Gleichgewichtskonstante bezeichnet) aus den Aktivitéten A¢ der gelOsten Kationen
und Anionen nach folgendem Schema angeben:

Ki = AgationAgn [5'13]

ion !

zum Beispiel fur Wasser: K, , :Aﬂi+ +Ag2H_ :

Aus den aktuellen Aktivitéten der lonen A; und des Loslichkeitsproduktes K 1803t sich

nun der Sittigungsindex SI, der die Uber- oder Untersittigung eines Systems
kennzeichnet, fir Kalziumkarbonat berechnen mit:
A

az+ 2-
Sl=— = %5 [5-14]
K

C
wobei K¢ fir das Lodlichkeitsprodukt
Ke=A_.A ooz [5-15]

steht.
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Die Aktivitdt A; eines lons ist eine Funktion von seinem dimensionslosen
Aktivitatskoeffizienten f; und der Konzentration c;:
A =f x [5-16]
Der Aktivitatskoeffizient kann nicht direkt gemessen werden, da einzelne Kationen
und Anionen wegen des Neutralitétsprinzips nicht existieren konnen [KUCHKER-
KRISCHUN1990]. Entsprechend der Debye-Hueckel-Theorie [PROFT1993] &3t sich
jedoch der Aktivitatskoeffizient néherungswel se bestimmen:
1825029(eT) ** 221

= 5-1
1+50,29671(eT) **d. /1 (5471

mit | in mol/l fir die lonenstérke der Losung, T fur die Temperatur in K, z fur die

Wertigkeit eines lones, z.B. z_, =2 und d; fir den lonendurchmesser in A. Die

relative dielektrische Konstante von Wasser e ist abhangig von der Temperatur:
e=87,74- 0,40008T +9,398X40*T? - 1,4140°T?, [5-18]

wobei in dieser Gleichung die Temperatur T in °C einzusetzen ist.

Die lonenstéarke | ist abhangig von der Konzentration der in ener Losung

vorkommenden lonarten und den zugehérigen Wertigkeiten. In Losungen, in denen

zweiwertige Kationen (z. B. Ca*") tberwiegen, und die spezifische Leitfahigkeit koo

den Wert von 100 n/cm nicht unterschreitet, kann die lonenstérke nach folgender

empirischer Beziehung bestimmt werden:

| =1,835X0°k, . [5-19]
Aus dem Loslichkeitsprodukt fir das Hydrogenkarbonat erhélt man durch Umformen
CO? -lonen
K %A
A = _HO0s  HCOs [5-20]
A

Ht

und mit A , =10 P den Sattigungsindex flr Kalziumkarbonat

gl = KHCO'3 XACa2+ >sAHcog 521
T K o™ [>-21]
c

Aus der obigen Relation kann abgeleitet werden, dal3 es eine Abhangigkeit zwischen
dem gemessenem pH-Wert in einem Gewasser und der vorhandenen Konzentration
von Kalziumkarbonat gibt [SMITH1976] [PROFT1993]: der Séttigungsindex Sl von
Kalzit ist proportional dem pH-Wert.
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In Auswertung der chemisch-physikalischen Parameter (Enclosure-Versuche im
Dagowsee, Stechlinsee und Schmalen Luzin) und unter Zuhilfenahme der
Abhangigkeit zwischen dem Séttigungsindex und dem pH-Wert lassen sich folgende
empirische Gleichungen fur die Dichte von Wasser in Hartwasserseen aufstellen

[KRANAWETTREISER1999]:

,150268+5407pH* & 1,

maxr ., ., =r; +15 10° ¢ - 271; [5-22]
-10 11 -

minr,,, =r, +1522710 PHT&H ;O [5-23]
" ' 10 e 271y

Die Gleichung [5-22] gibt die Dichte im Epilimnion als Funktion der Temperatur,
Leitfghigkeit und Konzentration an Kalziumkarbonat an. Hierbei wurde
berticksichtigt, dal® im Epilimnion eine ausgeprégte autochthone Kalzitfallung
vorhanden ist. Im Hypolimnion ist auf Grund der geringeren Temperaturen und des
niedrigeren pH-Wertes eine autochthone Kalzitfélung stark behindert. Fir diesen
Fall berlicksichtigt die Gleichung [5-23] die Kalzitkonzentration nach der Einleitung

von Kalziumhydroxid.

5.3 Auswertung und Zusammenfassung

Unter Vernachlassigung der entsprechenden Glieder fur die Letfahigkeit k, =0,

die Salinitdét S=0 und dem Druck P=0 ist die Dichte von Wasser alein von der
Temperatur abhangig. Fir diesen Fall existiert eine gute Ubereinstimmung der
berechneten Werte in Auswertung der Gleichungen [5-1/1], [5-2] und [5-4] mit den
gemessenen Werten nach [SwiTZER1999] (Abb. 5-4).

Im weiteren soll der Einflul des Druckes auf den Dichtegradienten nach Gleichung
[5-4] untersucht werden. Dazu soll die Salinitdt S=0 sein und die Temperatur
konstant: fur den ersten Fall T =10°C und fur den zweiten Fall T =20°C. Die
Druckkoordinate soll von 0 m bis 50 m anwachsen. Aus der Abb. 5-5 |&3 sich
zeigen, dal3 die Dichte mit der Tiefe linear zunimmt wobei die Dichtedifferenz,

abhangig von der Temperatur, konstant ist: fir 10 °C  Dr =4,5X0°g/cm® und fur
20 °C Dr =4,740°g/cm®. Das zeigt, daR der Einflu3 des Druckes mit

zunehmender Temperatur anwéachst.
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1,002
; x Gl.[51/1]
1,001 |
i A Gl.[52]
1+ PPPPAA
. . —— Gl [5-4]

o

o [Switzer1999]

Dichte von Wasser in g/cm3
o

o o
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Abb. 5-4: Dichtezunahme in Abhangigkeit der Temperatur in einem homogenen Wasserkorper
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Abb. 5-5: Dichtegradient in Abhangigkeit der Druckzunahme
(Wassertiefe) fir 10 °C und 20 °C nach GlI. [5-4]

Die Dichtezunahme auf Grund der Temperatur betragt je nach Lage der Temperatur

(siehe oben) zwischen Dr =57x0°g/cm® fir den unteren und

Dr =2,8X10“g/cm3 fir den oberen Temperaturbereich. Aus der GroRenordnung
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der Dichtedifferenzen, einerseits des Druckes andererseits der Temperatur, 183 sich
schlief3en, dal3 der Einflufd der Tiefenzunahme berticksichtigt werden muf3.

Werden jedoch, wie im vorliegenden Untersuchungsfall des Schmalen Luzin,
dynamische Vorgange® betrachtet, so gibt die Gleichung [5-4] nicht die tatsachliche
vertikale Dichteentwicklung wieder. Folgende Betrachtung soll diese Aussage
erlautern.

Es soll ein finiter FlUssigkeitskorper mit definierten Abmessungen an der Oberfléche
eines homogenen Wasserkorpers existieren. Ein zweites Flissigkeitsvolumen aus
einer tieferen Schicht hat, wenn die definierten Abmessungen beibehalten werden,
entsprechend der Gl. [5-4] eine hohere Dichte (unter Vernachlassigung der

T =const.,, S=const.). Wird nun der obere

FlUssigkeitskorper in diese untere Schicht des zweiten Flissigkeitselementes
gebracht mufd in Abhéngigkeit der Dichtezunahme, also dem Auftrieb entgegen,
scheinbar eine Arbeit geleistet werden. Daraus folgt, dal3 die Dichtezunahme in
Abhangigkeit der Tiefenzunahme berlicksichtigt werden mufd. Diese Ansicht ist
dahingehend falsch, dal3, wenn ein Flissigkeitskorper vertikal bewegt wird, er in
jedem horizontalen Schnitt entsprechend dem Druckgradienten die Dichte genau
dieser Schicht annimmt. Dabei mul3 vorausgesetzt werden, dald3 der betrachtete
Flussigkeitskorper so klein ist, dald eine Dichtedifferenz entlang seiner vertikalen
Kantenldnge gegen Null geht. Die Anwendung der Gl. [5-4] kann dann nur far
solche Félle sinnvoll sein, wo statische Probleme der Hydromechanik untersucht
werden sollen.

Die Anwendung der oben gegebenen Gleichungen fir die Dichtebestimmung ist in
den Abbildungen 5-6 und 5-7 dargestellt. Dabei wurde einmal der Zustand vor der
Einleitung von Ca(OH), und danach betrachtet. In beiden Félen liefert die
Dichteberechnung  unter  ausschlieffdlicher  Berlicksichtigung  von  der
Wassertemperatur zu geringe Werte. Erst mit der Gl. [5-2], die sowohl Temperatur
als auch Leitfahigkeit beachtet, werden die Dichteverhdltnisse im Gewasser besser
beschrieben (zu gleichen Ergebnissen fuhrt die Gl. [5-4] wenn der Druckterm
vernachlassigt wird). Des weiteren ist aus Abb. 5-6 ersichtlich, dal3 bei fehlendem
bzw. vernachléssigbarem geringen Gehalt an partikuldrem Kalzit im Hypolimnion
die Gl. [5-22] und [5-23] durch G. [5-2] bestétigt werden. Die Gl. [5-4] liefert

% Dynamische Vorgange sind hier Bewegungsvorgange aufgrund von Dichtedifferenzen.
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entsprechend der Dichtezunahme mit der Tiefenzunahme fir eine hydrodynamische

Beschreibung der Bewegungsvorgange im Hypolimnion zu grof3e Werte.

Dichtein g/cm?3
09985 0999 0,99% 1 10005 1,001
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Abb. 5-6: Dichteprofil im Schmalen Luzin / Carwitzer Becken am
25. Juni 1996 vor der Zugabe von Kalkmilch
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Abb. 5-7: Dichteprofil im Schmalen Luzin / Carwitzer Becken am
9. Juli 1996 nach der Zugabe von Kalkmilch

Die Abb. 57 zeigt die Veranderung im Hypolimnion nach der Zugabe von
Kakmilch. Die erhdhte Konzentration von Kalzitkristallen wird nur durch die Gl.
[5-22] wiedergegeben, da die Kalzitkonzentration weder mit der Leitfahigkeit noch
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mit der Salinitét korrespondiert. Gleichung [5-23] liefert nur fir das Epilimnion
korrekte Werte, fUr das Tiefenwasser sind die berechneten Dichten zu grof3, da eine
nichtvorhandene autochthone Kalzitkristallbildung berticksichtigt wird.

Abschliefiend soll darauf hingewiesen werden, dal3 zwar die Ergebnisse der
Berechnungen entsprechend den vorgegebenen Gleichungen und der damit
verbundenen Genauigkeit der Koeffizienten eine Exaktheit widerspiegeln, die so
nicht existiert, dal3 aber fir die Darstellung der Dichtegradienten diese
V orgehensweise zwingend notwendig ist.
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6 GrolRversuch ""Schmaler Luzin'"

Im folgenden Kapitel wird der Schmale Luzin als Experimentalgewasser und die zum Verfahren
gehoérende Pilotanlage vorgestellt. Vorausgehend werden einige Informationen zur Kalzitfallung
gegeben.

6.1 Restaurierung eutrophierter Hartwasserseen

6.1.1 Einleitung

Die Eutrophierung stehender Gewdasser hat in den letzten Jahrzehnten rapide
zugenommen. AuslOser ist die Anreicherung von Pflanzennahrstoffen wie Phosphor-
und Stickstoffverbindungen aus landwirtschaftlichen und kommunalen Quellen. Die
Schwierigkeit bei der Beurteilung des Eutrophikationspotentials eines stehenden
Gewaéssers liegt in der relativ hohen Verweildauer und der damit verbundenen
Akkumulation von Néhrstoffen, die eine schnelle Selbstreinigung wie bel
Fliefigewassern nicht méglich macht. Je nach limnologisch-morphometrischen
Parametern eines Sees miissen fur die Limitierung der Eutrophikation entsprechende
Seetherapien erarbeitet und festgelegt werden. Folgende Tabelle (Tab. 6-1) stellt die
wichtigsten Verfahren nach [DVWK1988] zusammen:

Seetherapie

Sanierung (Einzugsgebiet) Restaurierung (Gewasser)

Abwasserumleitung BelUftung der Seen

Phosphatféllung in Kléranlagen Hypolimnische Belliftung

Schoénungsteiche Zwangszirkulation

Vorbecken Tiefenwasserentnahme

Entphosphatung Hydraulische Mainahmen?

Sumpfbeete Entschlammung

Sickerbecken / Filter Sedimentabdeckung

Verringerung des Nahrstoffeintrages aus Chemische Behandlung des Sedimentes
Chemische Behandlung des Wassers

Phosphatretention in Fliel3gewassern Einsatz von Herbiziden und Algiziden
Entkrautung

Biologische Mafnahmen”

A/ erdiinnung, Spiilung, Wasseraustausch
PEinsatz pflanzenfressender Fische, Beeinflussung des Nahrungsnetzes

Tab. 6-1: MaRnahmen zur Sanierung und Restaurierung eutrophierter Seen nach [DVWK21988]
Am IGB? wurde ein Verfahren zur Restaurierung von Hartwasserseen entwickelt,

das den limnologischen Prozef3 "Kalzitfalung" im Hypolimnion kinstlich induziert.

Dabei soll die Verstarkung der Kalzitfdlung einerseits und die verhinderte

% | nstitut fiir Gewasserokologie und Binnenfischerei im Forschungsverbund Berlin eV., Abteilung
Limnologie geschichteter Seen, Alte Fischerhitte 2, 16775 Neuglobsow
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Auflosung der Kalzitkristalle im Tiefenwasser andererseits die dauerhafte
Einlagerung von Phosphorverbindungen im Sediment fordern.

6.1.2 Das 6ko-technologische Verfahren "Kunstlich induzierte Kalzitfallung™

In norddeutschen stratifizierten Seen, die einen hohen Kalzium- und Karbonatanteil
haben und eutrophiert sind, treten intensive saisonale Kalzitfalungen auf (Abb. 6-14)
[KOsCHEL1997] [DITTRICH1997]. Dieser Prozeld wird verstarkt, wenn der CO.-
Gehalt abnimmt und der pH-Wert und die Temperatur zunehmen. Dabei hangen
Kohlendioxid-Reduzierung und pH-Wert-Zunahme hauptséchlich  von  der
Photosynthese ab. Die Kazitfdlung und die Kazitsedimentation bewirken unter
anderem eine Koprazipitation von organischen und anorganischen Stoffen®’, eine
erhdhte Sedimentation von Seston, die Selbstflockung von suspendierten Partikeln
und die Lichtlimitation des Phytoplanktons. Wird nun dieser Prozef3 der natirlichen
Kazitfallung kinstlich im Hypolimnion induziert, so kann der Trophiegrad eines
Gewassers deutlich verbessert werden. Die Zugabe von Kaziumhydroxid in das
Tiefenwasser beschrankt die Rickldsung des autochthon im Epilimnion gebildeten
Kalzits und verschiebt das Kalk-Kohlensdure-Gleichgewicht (durch pH-Wert-
Erh6hung) zum Karbonat hin. Damit ist wiederum eine Ubersittigung mit
Kaziumkarbonat verbunden, das zu einem Ausfalen der Kalzitkristalle fuhrt. Der
aus dem Sediment rickgeloste Phosphor wird dann bereits wahrend der
Sommerstagnation wieder im Sediment festgelegt.

Die Zunahme der Kalzitféllung in kalzium- und karbonatreichen Standgewé&ssern
kann realisiert werden durch [KOSCHEL1997]:

Zugabe von Kristallisationskeimen

Beeinflussung des CO,-Haushalts

Forderung der organischen Kalzitfallung

Aufspiilen kalzithaltiger Sedimente

direkte Beeinflussung der Kalzium-Karbonat-Gleichgewichte durch Zugabe
von Ca(OH), im Hypolimnion (Abb. 6-1b)

%" Phosphor ist einer der wichtigste Priméarnahrstoff.



Luzin [KOSCHEL1998]

itag- s iR ,

. -1b Izristal c (H)ugae .. yplinion s Schmalen Luzin
[KoscHEL1998]

Zusammenfassend kann bemerkt werden, dal3 die Kalzitfallung mit seeinternen
chemischen und biologischen Reaktionen verbunden ist, die den Stoffhaushalt im
Gewaésser beeinflussen und insgesamt gegen die Eutrophierung im Gewasser
gerichtet sind [KoscHEL1983]. Eine umfangreiche Darstellung der kinstlich
induzierten Kalzitfallung im Schmalen Luzin findet sich in [DITTRICH1998] und
allgemein zur Kalzitfalung in [KUCHLER1990].

Diese direkte Beeinflussung der Kazium-Karbonat-Gleichgewichte wurden im
Schmalen Luzin angewandt.

6.2 Charakteristika des Schmalen Luzin

Der Schmale Luzin liegt im Feldberger Seengebiet, Mecklenburg-Vorpommern. Er
ist ein tief eingesenkter, langer, schmaler Rinnensee (Abb. 6-2), der durch eine
Schwelle (Das Schmal) in zwel morphologisch und limnologisch vergleichbare
Becken geteilt ist (Tab. 6-2). Der See ist ca. 7 km lang und von 150 m bis 300 m
breit. Seine 1,34 km? Oberfldche weist bel Normalwasser eine Meeresspiegelhthe
von ca. 84,1 m NN auf. Die grofdte Tiefe betragt 34 m, die mittlere Tiefe 14,7 m. Das
Einzugsgebiet umfal3t 29,60 km? und ist damit ca 22 ma groRer as die
Seeoberflache. Der Schmale Luzin ist mit dem Breiten Luzin durch einen Durchlal3
und mit dem Haussee Uber den Seerosenkanal verbunden. Der Abflukanal, die
Baek, mundet nach 400 m mit einer Hohendifferenz von 0,4 m in den Garwitzer See.
Der mittlere Abfluld betragt am Pegel Baek ca. 158 /s (Abb. 6-3).
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Abb. 6-2: Morphometrie des Schmalen Luzin [JORDAN1986]

Mitte der zwanziger Jahre war der Schmale Luzin ein oligotrophes Gewasser. Mit
Zunahme der Eintragung von Phosphor und Stickstoff aus landwirtschaftlichen und
kommunalen Quellen ist er seit den funfziger Jahren meso- bis eutroph [KOSCHEL
1995]. Trotz der ruckléufigen Belastung seit den achtziger Jahren hat sich der
Trophiegrad des Sees aufgrund der langen theoretischen Verweilzeit kaum
verbessert.

Der Schmale Luzin ist vom dimiktischen Mischungstyp. Das heildt fir das
vorliegende Untersuchungsgewasser, dal3 die Sommerstagnation nach der
Frahjahrsvollzirkulation Ende April einsetzt und bis Anfang November anhdt. Die
Temperatur des Tiefenwassers bleibt wahrend der gesamten sommerlichen
Schichtungsperiode relativ konstant (Abb.6-4). Der Winter 1995/1996 war durch
eine sehr lang anhaltenden Eisbedeckung gekennzeichnet.
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Limnologische und morphometrische Schmaler Carwitzer Mittelbecken®
Charakteristika Luzin Becken

Seeoberflache [m?] 1.341.750 576.250 765.500
Seevolumen [m?3] 20.581.125 10.504.625 10.076.500
Volumen Hypolimnion® [Mio. m?3] 9,0 54 3,6
max. Seetiefe [m] 34 33 34
mittlere Seetiefe [m] 15 18 13
mittlerer Durchmesser [m] 1.307 857 987
relative Tiefe [-] 0,026 0,038 0,034
Einzugsgebiet am Pegel Bagk [km?] 29,60

mittlerer Abfluf’ der Baek (1995-1997) 158

[I/9]

mittlere Verweilzeit [m3/(m3/a)] 4,14

TP [ny/l] 37 38 36
CaCO#* [mg/l] 0,20 0,22 0,17
pH-Wert? 8,5 8,5 8,5
Sauerstoffkonzentration® [mg/I] 0 0 0
Sichttiefe? [m] 5.2 5.2 5.3
Chlorophyll & [ng/l] 4,0 4,0 4,0
Schichtungstyp dimiktisch

! Sommer (> 10 m)

2 Jahresmittel fiir die euphotische Zone (0 bis 10 m) 1992 bis 1994

% Hypolimnion (15 m), am Ende der Sommerstagnation 1992 bis 1994
* einschlieRflich Nordbecken

Tab. 6-2: Limnologische und morphometrische Kriterien [Jordan1986] [Koschel 1998]

Im Anschlufd an die Eisschmelze im April 1996 kam es zur Sommerschichtung ohne
einer vorhergehenden Vollzirkulation. Im Herbst und Winter 1996 blieb aufgrund der
meteorol ogischen Bedingungen ebenfalls die Vollzirkulation aus. Erst im Februar
1997 wurde der schmale Luzin vollstandig durchmischt.

AbfluBinl/s

Abb. 6-3: Abflulz am Pegel Baek [STAUN1997]
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Fir 1996 ergaben sich folgende Temperaturverhdltnisse im Carwitzer Becken: Im
Epilimnion stieg die Temperatur im August auf Maximalwerte von 21,8 °C?, Im
Hypolimnion lag die Temperatur vor Inbetriebnahme der Anlage von Mai bis Juni
zwischen 4,3 und 4,9 °C. Wahrend des Betriebszyklus wurden die Temperaturen im
Hypolimnion vergleichméligt ohne das das Metalimnion beeinflu® wurde. Die
Temperaturen betrugen beispielsweise am 23. Juli 1996 in den Tiefen zwischen 10
und 30 m einheitlich 54 °C und am 2. Oktober 1996 zwischen 15 und 30 m
einheitlich 5,7 °C. Das Metalimnion war wadhrend der gesamten Betriebszeit sehr
stabil (Abb. 6-4). Ahnlich Aussagen gelten fiir 1997 (siehe Anlage Abb. A6-1/3).

Eutrophe Seen sind durch ein anoxisches Hypolimnion gekennzeichnet
(Oz-Konzentration kleiner als 4,5 mg/l). Das Diagramm in der Abbildungen 6-5 zeigt
die Sauerstoffkonzentration vor und wéhrend der hypolimnischen BelUftung fur das
Jahr 1996. Trotz Zugabe von Sauerstoff (Luft) hat sich das anoxische Milieu im
Tiefenwasser nicht verdndert. Fir das Jahr 1997 zeigen die Diagramme (siehe
Anlage Abb. A6-2 und A6-4) fur das Carwitzer Becken und das Mittelbecken eine
Zunahme der Sauerstoffkonzentration; in den Sommermonaten sogar bis Uber das

Doppelten des Grenzwertes von 4,5 mg/l.

Temperatur in °C
0 5 10 15 2 25
0 |-
5 ¢
A
o
(S i %ﬁf Gradient der Temperaturschichtung
-% 15 P} im Metalimnion fur den 24. August 1996
oA é y =-0,3406x + 11,297
‘g o X 25. Jun
20 - )}
[7) o 022. 3l
= ¥ Schichtdicken 27. Aug.
© o 27.Aug
o5 | - Epilimnion: 5 m '
i 2 Metdimnion: 5m A 26. Sep
r % Hypolimnion: 23 m 0 29. Okt
0 ¢ +11. Nov
35 [

Abb. 6-4: Temperaturverteilung im Schmalen Luzin / Carwitzer Becken 1996
am Mef3punkt 0 (TIBEAN)

%8 Dje Wassertemperatur der oberen Schicht des Epilimnions 14 sich gut an Hand der
Lufttemperaturen korrelieren (siehe Anhang Abb. A6-7)
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Abb. 6-5: Konzentrationsverteilung des Sauerstoffs im
Schmalen Luzin / Carwitzer Becken 1996 am MeRpunkt 0 (TIBEAN)

6.3 Die Pilotanlage im Schmalen Luzin

Die Pilotanlage kombiniert die hypolimnische Ca(OH),-Zugabe mit einer
TiefenwasserbelUftung unter Aufrechterhaltung der sommerlichen thermischen
Schichtung. Sie bestent aus einer TiefenwasserbelUftungsanlage, einem
Bedienponton und einer Landstation (Abb. 6-6).

Die Pilotanlage gestattet eine pH-Wert-gesteuerte”® und mengenvariable
Einmischung von Kalkmilch in das Hypolimnion dber Ausstroméffnungen in
unterschiedlichen Tiefenhorizonten. Die TIBEAN (Abb. 6-7) entnimmt das Wasser
aus der tiefsten Schicht des Hypolimnions tber eine Rohrleitung (Steigrohr). In diese
Leitung wird Uber einen Ejektor sowohl Luft as auch Ca(OH), zugegeben. Durch
den Lufteintrag in das vertikale Steigrohr wird infolge des Mammutpumpeneffektes
ein WasserdurchfluB zwischen 3000 und 4400 m¥h gefordert®. An der
Wasseroberfléche gast die Luft aus und das nur noch mit Ca(OH), befrachtete
Wasser wird in den

2 Bei @inem pH-Wert von 9,5 schaltet die Anlage die Zufuhr von Ca(OH), ab.
% Fiir den Typ TIBEAN 1250 S wurden ein Durchflu® von 4374 m¥h ermittelt.



2 (30 m3) und einer Kalkmilch-Anmischstation, des
weiteren gehort zur Station ein Misch- und Forderaggregat sowie ein Silo (16 m3)
zum Anmischen von 15t 30 %-er Kalkmilch [HEISER1996] [KOSCHEL1998].
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Je nach Betriebszyklus wurde die Pilotanlage im Carwitzer Becken oder im
Mittelbecken an der jeweils tiefsten Stelle verankert. Die Landstation befindet sich

am Steilufer des Schmalen Luzin.
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1996 1996 1997 1997
Carwitzer Becken Mittelbecken Carwitzer Becken Mittelbecken
Luft [m3] 416.000 116.000 532.000 628.000
Ca(OH), [1] 140 - 91 96
Zyklen 26.06. — 04.09. 20.08. — 04.09. 26.05. — 25.06. 26.06. — 19.08.2
05.09. — 05.10. 20.08.-14.10. 15.10. —13.11.2

davon Ca(OH),-Zugabe: 26.05. — 12.06. und 20.08. — 03.10.
2 davon Ca(OH),-Zugabe: 26.06. — 19.08. und 15.10. — 05.11.

Tab. 6-3: Betriebszyklen, Ca(OH),-Zugabe und Belilftung im Schmalen Luzin 1996 und 1997
[KOoSCHEL1998]

Im Jahre 1996 wurde nur im Carwitzer Becken die Anlage mit einer Ca(OH),-
Zugabe betrieben. Dabei betrug der Eintrag von Ca(OH), insgesamt 140 t und der
Sauerstoffeintrag 400.000 m3 (siehe Anlage Abb. A6-5). Im darauffolgendem Jahr
wurde auch das Mittelbecken mit Ca(OH), und Sauerstoff beaufschlagt, dabei
wurden 91 t Ca(OH); in das Carwitzer Becken und 96 t Ca(OH), in das Mittelbecken
eingebracht (Tab.6-3) (siehe Anlage Abb. A6-6).

it -.- e . r

Im Carwitzer Becken wurden mit 7 Mef3punkten (Abb. 6-8) und im Mittelbecken mit
3 Meljpunkten unter anderem  Temperatur, Leitfahigkeit, pH-Wert,

Sauerstoffkonzentration und -séttigung im Freiwasser aufgenommen.
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6.5 Angaben flr die hydraulische Beurteilung

Fir die Smulieeung der Ausbreitungsvorgange muf3  aufgrund  der
Nichtbestimmbarkeit der hydraulischen Parameter mit Bereichen gearbeitet werden.
Auch die, fur eine Pilotanlage, typischen Anfangsschwierigkeiten bei der Dosierung

und Zugabe der Inhaltsstoffe lassen nur eine Berechnung mit Bereichsgrenzen zu.

Die transportierte Wassermenge im TIBEAN wird in der technischen Beschreibung
mit 3000 bis 4400 m3/h angegeben, wobei aus Vergleichsmessungen der TIBEAN im
Sacrower See ein DurchfluB von 4374 md/h ermittelt wurde. Aus dem
Mantelrohrdurchmesser (1,65 m) und dem Steigrohrdurchmesser (1,25 m) |&3t sich
die Ringspaltflache zu 0,911 m? und daraus abgeleitet eine mittlere Geschwindigkeit
von 0,915 his 1,342 m/s ableiten. Der effektive Austrittsquerschnitt ist 0,152 m? mit
einem effektiven Durchmesser von 0,440 m.

Da im untersuchten Zeitraum nur die Klappen beaufschlagt wurden, braucht die
hydraulische Wirkung des Pralltellers im folgenden nicht berticksichtigt werden. Das
Klappensegment besteht aus sechs Offnungen, die 650 mm lang und 350 mm hoch
sind, die Austrittsflache ist dann 6 x 0,2275 m2 Wird wieder der gleiche
Volumenstrom von 3000 bis 4400 m3¥h fir die Austrittsgeschwindigkeit
herangezogen, so ergeben sich Werte zwischen 0,610 bis 0,895 m/s. Da diese
Fliefigeschwindigkeiten viel kleiner as die im Ringspalt sind und die
Austrittsoffnung im Vergleich zum Ringspalt grof3er ist und somit einen geringeren
Einflud auf die Turbulenz des austretenden Fluids hat, ist die maligebende
Geschwindigkeit  (Anfangsflief3geschwindigkeit) die im  Ringspalt. Die
Einleitgeometrie hat nur im Nahfeld des Strahls einen Einflul3, so dald3 der
Rechteckquerschnitt der Offnung zu einem effektiven Kreisguerschnitt umgesetzt
werden darf, esgilt: A =A,. =02275m’® d, =0538m.

Recheck
Die Austrittsrichtung des Strahls  wird durch die Geometrie des
Schliefdmechanismusses bestimmt. Die Klappen legen sich an das Steigrohr an, was
bei einer Offnung von 350 mm und einem Spaltabstand von ca. 250 mm zu einem
Winkel von 55° fuhrt. Die Strahltrajektorie wird also aus der horizontalen um 55°
nach unten abgelenkt.

Da nur im Nahfeld die Einleitgeometrie (hier Rechteck) einen Einflul® auf den Strahl
hat, der im Fernfeld nicht mehr wirkt, kann die Annahme getroffen werden, dal3 der
Strahl ein runder turbulenter Strahl ist. Seine Anfangsgeschwindigkeit ist dann 0,915
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bis 1,342 m/s bei einem Volumenstrom von 0,139 bis 0,204 m?/s. Dabel ist jeder
Klappe ein Strahl zugeordnet.

Die Zugabe von Kalziumhydroxid wurde mit einer Pumpe, die zwischen 100 und
700 I/h fordert, realisiert. Dabel schaltete sich die Pumpe aus, wenn ein pH-Wert von
9,5 erreicht wurde. Trotz dieser diskontinuierlichen Zugabe kann fir die weitere
Berechnung ein Mittelwert bestimmt werden. Denn auch die geringen
Fliefigeschwindigkeiten und die relativ grof3en Zeitrdume zwischen den
MeRaufnahmen lassen nur eine Abschétzung zu. Fir die Uberprifung der
Strahltheorie und der neuentwickelten Theorie wurde ein Zeitraum gewahlt, bel dem
eine relativ hohe und gleichmaliige Zugabe von Kaziumhydroxid erfolgte.

Datum Zugabe pro Tag Zugabe Ca(OH),  Konzentration

[I/d] [I/h] der Losung [%]
08.07.96 4901 204 31
09.07.96 10906 454 31
10.07.96 18358 765 31
11.07.96 10302 429 31
12.07.96 8240 343 31
13.07.96 13159 548 31
14.07.96 13225 551 31

Tab. 6-4: Zugabe von Ca(OH), nach Betriebstagebuch TIBEAN Schmaler Luzin

Der erste Mefdtermin fir die hydraulische Auswertung der Ausbreitungsgeometrie ist
der 12. Juli 1996. Bis zu diesem Zeitpunkt wurden insgesamt 48587 | Kalkmilch,
was einer stindlichen Zugabe von 450 | entspricht, eingeleitet. Die Dichte fur das
Gemisch aus Kalkmilch und Seewasser ist nach Gl. [5-23] bel spiel sweise unmittelbar
an der Ausleitung (15 m Klappe) zu r, =1,00036027g/cm® fir den 12.7.96

bestimmt worden.

Die Anfangsdichte des Strahls [&3t sich aus der Dichte des unbeeinfluf3ten Wassersin
28 m Tiefe berechnen, wobel die Zugabe von Kalkmilch mit 330 g/l berticksichtigt
werden mul3. Folgende Annahmen sind fur die Berechnung erforderlich:

Konzentration Kalkmilch: 330 g/l

Zugabe Kakmilch: 450 I/h

Zugabe Tiefenwasser: 3000 bis 4400 mé/h

Temperatur Tiefenwasser: 4,85 °C (28 m am 1.7.1996)
Dichte Tiefenwasser: 1,00033062 g/cm? (28 m am 1.7.1996)
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Aus der Zumischung von Tiefenwasser zur Kalkmilch ergibt sich eine Konzentration
far Ca(OH), von 0,04949 bis 0,03375 g/l, was einer bezogenen Leitfahigkeit von
61,9 bis 42,2 nS/cm entspricht. Die Dichte des Strahls unmittelbar an der Einleitung
ist dann nach GI. [5-23] von 1,00037024 bis 1,0003576 g/cm?.
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7 Auswertung und Zusammenfassung

7.1 Die Konzentrationsverteilung von suspendierten Stoffen in fluiden Strahlen
Die Konzentrationsverteilung in einem fluiden Strahl wird Uber die Einmischrate
bestimmt. Die Abnahme der Konzentration eines mitgefUhrten suspendierten Tracers
erfolgt alein aus der Gleichgewichtsbetrachtung zwischen Anfangsvolumenstrom
und Volumenstrom im Abstand x von der Einleitung. Der Gehalt an suspendiertem
Tracer bleibt dabel konstant.

Unter der Annahme, dal3 das Kalziumhydroxid (74,1 g/mol) im TIBEAN vollstandig
zu Kaziumkarbonat (100,1 g/mol) reagiert, ergibt sich bel einer Zugabe von 450 I/h
30 %-iger Kakmilch ein Massenstrom von 200,6 kg/h Kalziumkarbonat mit einer
Reindichte von r = 2,71 g/cm3. Diese Annahme kann getroffen werden, da der
Volumenstrom an gefordertem Tiefenwasser und die Zugabe von Luft eine
geniigende Menge an Reaktionspartnern bereitstellt. Die Zugabe von Kalzium (40,1
g/mol) efolgt in Form von CaCO; mit 13,38 kg/h je Offnung, was einer
Anfangskonzentration von 18,22 mg/l entspricht.

Durch die Einmischung von Umgebungsfliissigkeit nimmt die Konzentration linear
mit der Lauflange des Strahls ab. Sie betragt beispielsweise in einem Abstand von
57 m von der TIBEAN 0,863 mg/I und im Abstand von 650 m (MP 650) 0,078 mg/I
(Abb.7-1), wobei letzterer Wert nur fur den Fall der freien Turbulenz gilt. Da die
Einschichtung nach einem Abstand von 69 m von der Einleitung erfolgt (Abb.7-3),
ist fir den weiteren Verlauf der Berechnung der Ca-Konzentration die Zunahme des
Volumenstroms innerhalb der Schichtenstrémung heranzuziehen.
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Abb. 7-1: Abnahme der Konzentration von Kalzium und Zunahme des VVolumenstroms im
Strahl im Schmalen Luzin / Carwitzer Becken am 12. 7.1996

Im Vergleich zu den Werten aus der Verdinnung im Strahl ist die Kazium-
Konzentration fur eine Lauflénge des Wirbelrings bei einer 4-fachen Verdopplung
des Wirbelringdurchmessers (57,26 m) 7,659 mg/l und bei n=7 (439,18 m)
0,002 mg/l (Abb.7-2). Die Berechnung der Konzentrationsverteilung von
suspendierten Stoffen mit Hilfe der Theorie nach Binger liefert im vorliegenden

Untersuchungsfall fir den Bereich bis zu x/d, = 450 hohere Werte as bei der

Verdunnung. Der Grund dafir ist, dal3 bel der Berechnung der Ca-Konzentration die
maogliche maximal Transportkapazitét fir ein Wirbel bestimmt wird.

Aufgrund des grof3en Volumenstroms im Vergleich zur geringen Kakmilchzugabe
fuhrte die Befrachtung des Tiefenwassers nicht zu einer Ubersittigung mit
Kalziumkarbonat. Dementsprechend entsteht eine grof3e Differenz zwischen den
Werten aus der Verdinnung und denen der maximalen Transportkapazitét des
Wirbels. Wird die Séttigung eines fluiden Strahles erreicht, so 183t sich mit dieser
Theorie das Konzentrationsfeld im Strahl, auf Grundlage des ihn beschreibenden
Wirbelsystems, berechnen [KRANAWETTREISER1996] >,

31 Anwendung auf die ZIRKULAN in der TS Bautzen.
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Abb. 7-2: Abnahme der Konzentration von Kalzium und Abnahme des
Trockensubstanzgehaltes entsprechend der Theorie von Blinger im Schmalen Luzin / Carwitzer
Becken am 12.7.1996 (rote Linie: Ca-Konzentration / blaue Linie: Trockensubstanzgehalt)

7.2 Ausbreitung der fluiden Stromung in Abhangigkeit der Dichteverhéltnisse
Der fluide Strahl breitet sich solange entsprechend seinem Anfangsimpuls und
seinem Auftrieb aus, bis er den Einschichtpunkt erreicht hat und in die horizontale
Richtung umgelenkt wird. Nach GlI. [3-34] schichtet sich der Strahl (12.7.1996) im
vertikalen Abstand vom Einleitungshorizont von 5,7 m ein, was in Verbindung mit
Gl. [3-55/1] zu einem horizontalen Abstand vom Einleitungsort von 69 m fuhrt.
Maligebend fur die Bestimmung des Einschichtungspunktes sind die
Dichteverhdtnisse im Strahl und im Umgebungsmedium. Die Dichte des Strahls [&3t
sich unter Zuhilfenahme der Gl. [5-23] am Austrittsquerschnitt berechnen. Sie
betragt r, =1,0003576g/cm’. Diese Ergebnis stimmt gut mit der berechneten
Dichte entsprechend den gemessenen Parameter am 12.7.1996: Leitfahigkeit,
Temperatur und pH-Wert von r, =1,00036027g/cm’® Uberein.  Fur das
Umgebungsfluid ist die Dichte, nach Mittelung Uber 3 Mefdtage bei relativ
konstanten meteorol ogischen Bedingungen, r , =1,000330g/cm?® .

Die maximal maogliche Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Schicht, hervorgerufen

durch den vorhandenen Dichtegradient (Abb. 7-4), ist nach Gl. [3-70/2] in der
Abbildung 7-5 dargestellt.
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Abb. 7-4: Dichteverteilung im Hypolimnion im Schmalen Luzin / Carwitzer Becken am

12.7.1996
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Die Abbildung 7-4 spiegelt die Tatsache wieder, dal’ im Gegensatz zur horizontal

gerechneten Strahltrgjektorie eine Umlenkung um 55° in vertikaler Richtung,

entsprechend der Klappenstellung, erfolgt. Die Auslenkung der Trajektorie hat aber
nur einen Einflu® auf den Nahbereich bis 10 m (MP 10).
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Abb. 7-5: Potentielle Ausbreitungsgeschwindigkeit im Hypolimnion im Schmalen Luzin /
Carwitzer Becken am 12.7.1996
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Schon im Mef3profil in 50 m Entfernung und weiter, sind die Dichteprofile einander
dhnlich. So da3 man davon ausgehen kann, dal3 sich der Strahl in einem
Tiefenbereich zwischen 20 m und 25 m einschichtet, was auch die Berechnungen
bestdtigen.  Aufgrund der  gegebenen  Dichteprofile sind  maximale
Ausbreitungsgeschwindigkeiten von 10 cm/s bis 15 m/s méglich.

Die Berechnung der Konzentrationsverteilung in Folge Verdinnung fihrt, bel
Tracern die mit der Laufentwicklung des Strahls ausfalen, zu unrealen
Transportkapazitaten. Erst die Einfihrung der Theorie nach Binger ermdglich dies.
Des weiteren kann die Theorie nach Blnger auch auf Dichtestromungen angewendet

werden.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dal3 das entwickelte Verfahren fur die
Berechnung turbulenter Freistrahlen im Rahmen der gemachten Vereinfachungen
sehr gute Ergebnisse liefert. Fir weitere Untersuchungen birgt dieser Ansatz
interessante Einsichten in die turbulenten Vorgange bel Stromungen mit mehreren

Phasen bzw. Dichtedifferenzen.
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Abb. A-4: Temperaturverteilung im Schmalen Luzin / Carwitzer Becken 1997 am Mel3punkt O
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Abb. A-6: Temperaturverteilung im Schmalen Luzin / Mittelbecken 1997 am Mef3punkt 0
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Abb. A-8: Tagesmittel der Lufttemperatur in °C fiir das Gebiet Luzinsee® fiir den Zeitraum
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Abb. A-11: Brunt-Vaisala-Frequenz N? fiir den Schmalen Luzin / Carwitzer Becken am 1. Juli
1996 (Ordinatenachse: Brunt-Véisala-Frequenz / Abszissenachse: Wassertiefe in m)
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2> 15m

Klappe maRgebend (Ordinatenachse: FlieRgeschwindigkeit in cm/s / Abszissenachse:

Wassertiefe in m)




102

35 35
*
30 { 30
oo *
25 * 25
20 <& 20 hd
. ‘lMF’O‘ * ‘|MP100
15 15
® &
10 10
e * .o TN EDU A - X
clos_ ¥ o0 10 K 10 0t 0 o7
0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35
35 35 |
30 i 30 I
25 I 25
20 —4 20 }
| [1MP10] |1 MP 150
15 15
] L
10 ' 1 1 10 ] I
5 | 5
] | L I
ot gy L TTHTTTA LM
0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35
35 35
I 30 1
30 1 3
25 } 25
20 20 z 3
15 & ‘IMP30‘ 15 N * & MP 200
1 &
10 10 L .
5 | " [T [ L1 s Py
] vy
L I T N Y R o lo¥ ‘ olfwlo}
0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35
35 35
30 | | 30 |
25 L 25 i '
20 20 }
| [1MP50] [ | 1 MP 650
R i " I !
10 | 10
1 |
5 } 1 T, 1t =' 51— T
ol pphy TR o ‘HI"" L ‘
0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35

Abb. A-13: Potentielle FlieRBgeschwindigkeiten im Schmalen Luzin / Carwitzer Becken am 26.
Juni 1996; vor Inbetriebnahme der TIBEAN / Zaklus | (Ordinatenachse: FlieRgeschwindigkeit
in cm/s / Abszissenachse: Wassertiefe in m)
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Abb. A-14: Potentielle FlieBgeschwindigkeiten im Schmalen Luzin / Carwitzer Becken am 12.
Juli 1996; 12 Tage Betrieb der TIBEAN / Zyklus 1 / 15 m Klappe (Ordinatenachse:
FlieRgeschwindigkeit in cm/s / Abszissenachse: Wassertiefe in m)



Temperaturkorrekturfaktor der elektrischen Leitfahigkeit

mit f,,,(T)= izo und f, (T =25°C) = Ko g
T
k k 1
£ (T)=om =, (T)%2x
25,8( ) kT 20,8( ) kzo fzo,B (T - 25°C)
[Wagner1996]
k
£, (T)="z
)=
T[°C] fooB fsB fsp fosw |Df 25|

0 1,721180000| 1,924218447 1,924 1,918 0,006218447
1 1,668179293| 1,864965529 1,865 1,857 0,007965529
2 1,617402068| 1,808198385 1,808 1,800 0,008198385
3 1,568774964| 1,753835000 1,754 1,745 0,008835000
4 1,522224623| 1,701793363 1,702 1,693 0,008793363
5 1,477677686| 1,651991461 1,652 1,643 0,008991461
6 1,435060794| 1,604347281 1,604 1,596 0,008347281
7 1,394300587| 1,558778809 1,559 1,551 0,007778809
8 1,355323707| 1,515204034 1,515 1,508 0,007204034
9 1,318056794| 1,473540942 1,474 1,467 0,006540942
10 1,282426490| 1,433707520 1,434 1,428 0,005707520
11 1,248359435| 1,395621756 1,396 1,390 0,005621756
12 1,215782271] 1,359201637 1,359 1,354 0,005201637
13 1,184621638| 1,324365149 1,324 1,320 0,004365149
14 1,154804177] 1,291030281 1,291 1,287 0,004030281
15 1,126256529| 1,259115019 1,259 1,256 0,003115019
16 1,098905335| 1,228537351 1,229 1,225 0,003537351
17 1,072677236| 1,199215263 1,199 1,196 0,003215263
18 1,047498874| 1,171066743 1,171 1,168 0,003066743
19 1,023296888| 1,144009777 1,144 1,141 0,003009777
20 0,999997920| 1,117962354 1,118 1,116 0,001962354
21 0,977528611| 1,092842460 1,093 1,091 0,001842460
22 0,955815602| 1,068568083 1,069 1,067 0,001568083
23 0,934785533| 1,045057209 1,045 1,044 0,001057209
24 0,914365046| 1,022227825 1,022 1,021 0,001227825
25 0,894480781| 0,999997920 1,000 1,000 0,000002080
26 0,875059380| 0,978285480 0,978 0,979 0,000714520
27 0,856027484| 0,957008491 0,957 0,959 0,001991509
28 0,837311732] 0,936084943 0,936 0,940 0,003915057
29 0,818838768| 0,915432820 0,915 0,921 0,005567180
30 0,800535230] 0,894970112 0,895 0,903 0,008029888
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Tab. A-1: Vergleich des Temperaturkorrekturfaktors fy; fur die Umrechnung von MeRRwerten
der elektrischen Leitfahigkeit von nattrlichen Wassern bei einer Mel3stemperatur T auf 25 °C
nach [WAGNER1996] und [BUHRER1975]



Bestimmung des Wendepunktes und Ableitung der Tangentengleichung im
Wendepunkt
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Kraatz
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y Vmax e
1178,
y=05b 05=¢ 2
1782 In0,5
In05=- LT xC?p C= 11787 = 0,999499
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Abb. A-16: Dimensionslose Geschwindigkeitsverteilung orthogonal zur Strahltrajektorie nach
[KrAATZ1989] und [KRANAWETTREISER1992]



